Christian Riede

Strukturierungen von
Termen und Gleichungen

Eine empirische und theoretische Studie iiber
den Gebrauch von algebraischen Zeichen durch Novizen
und Experten aus semiotisch-pragmatischer Sicht

Habilitationsschrift

Eingereicht an der Fakultat fiir
Mathematik, Naturwissenschaft und Technik
der Péadagogischen Hochschule Freiburg
2013



Eingereicht am 5. September 2013



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
1.1 Problemstellung und Uberblick . . ... ... ... ... ... 1
1.1.1  Ziel der Arbeit . . . . . .. ... ... ... ... .. 1

1.1.2  Aufbau der Arbeit . . .. .. ... 3

1.1.3 Mathematischer Gegenstand der Arbeit . . . . . . . .. 4

1.2 Theoretische Sichtweisen . . . . . . .. ... ... ... .... 5)
1.2.1  Assoziationismus . . . . . .. ... 6

1.2.2  Gestaltpsychologie . . . . . . ... ... ... ... .. 7

1.2.3 Prozess-Modelle . . . . . ... ... ... ... ..... 9

1.2.4  Die Struktur eines algebraischen Ausdrucks . . . . .. 14

1.2.5 Struktur- und Symbolblick . . . . . ... .. ... .. 18

1.2.6 Semiotische Ansétze . . . . .. .. ... ... ... .. 21

1.2.7 Fazit . . . . ... 26

2 Entwicklung der Theorie 29
2.1 Regeln und ihre Anwendung . . . . . . .. ... ... ... .. 30
2.1.1 Ein algebraischer Kalkdl . . . . . ... ... ... ... 31
2.1.2  Implizite Normen . . . . . . . . . ... . ... ... .. 32
2.1.3 Soziale Normen . . . . ... ... .. ... ... .... 34

2.2 Strukturieren und Strukturierungen . . . . . . . .. .. ... 35
2.2.1 Definition einer Strukturierung . . . . . ... . .. .. 37
2.2.2 Beobachtbarkeit des Strukturierens . . . . . . . . . .. 38
2.2.3 Interne und externe Reprasentationen . . . . . . . . .. 39

2.3 Die Bedeutung einer Strukturierung . . . . .. ... ... ... 40
2.3.1 Externe und interne Semantik . . . . . ... ... ... 41
2.3.2 Pragmatisches Bedeutungskonzept . . . . . .. .. .. 42
2.3.3 Personale und institutionale Bedeutung . . . . . . . .. 43

2.4  FEin Auswertungsmodell . . . . . . .. ..o 45
2.4.1 Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen . . . . . . 45
242 DasModell . .. .. ... oo 46

2.5 Terme als Prozesse, Verfahren und Objekte . . . . . . . . . .. 47
2.5.1 FEinen Term als Prozess behandeln . . . . . . . . . . .. 49
2.5.2  Einen Term als Verfahren behandeln . . . . . .. . .. 49
2.5.3 Einen Term als Objekt behandeln . . . . . . . . . . .. 51

2.5.4 Vom-Prozes-zum-Objekt-Ansdtze . . . . . .. . .. .. 53

il



Inhaltsverzeichnis

v

2.5.5
2.5.6

Alternative Ansatze . . . . . . . . . ...
Fazit . . . . .

2.6 Zusammenfassung der Resultate . . . . . . .. ... ... ...

Methode der empirischen Studien
3.1 Wahl der Methode . . . . . .. ... ... ... ........

3.1.1
3.1.2

Rahmenbedingungen . . . . . ... ... ... ... ..
Eigene frithere Arbeiten . . . . . . . ... ... ....

3.2 Operationalisierung . . . . . . . . . . .. ...
3.3 Design der Interviews . . . . .. ... L 0oL

3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.3.4

Probanden . . . . . .. ... ... ... L.
Form der Interviews . . . . . ... . ... ... ....
Methodisch-technische Aspekte der Interviews . . . . .
Leitfaden . . . . . . . . ...

3.4 Auswertung . . . ...

Erste Studie: Bruchterme und Bruchtermgleichungen
4.1 Methode . . . . . . . .
4.2 Resultate . . . . .. ..

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.5
4.2.6
4.2.7
4.2.8

Kategorie 1: Optisch einfacher machen . . . . . . . ..
Kategorie 2: Andern . . . . . . ... ... ... ....
Kategorie 3: Umstrukturieren . . . . . . ... .. ...
Kategorie 4: Klassifizierungen erforschen . . . . . . ..
Umschreibung der Kategorien . . . . . . ... .. ...
Strukturierungen, die sich an Verfahren orientieren . .
Die Vielfalt der Experten-Strukturierungen . . . . . . .
Vergleich: Novizen und Experten . . . . . . .. .. ..

4.3 Zusammenfassung der Resultate . . . . . . ... .. ... ...

Zweite Studie: Lineare Gleichungen
5.1 Methode . . . . . . ..
5.2 Resultate . . . . ... oo

5.2.1
0.2.2
5.2.3
5.2.4
5.2.5
5.2.6
5.2.7

Kategorisierung . . . . . . . . .. ... ...
Ankerbeispiele: Kategorie 1 . . . . . .. ... ... ..
Ankerbeispiele: Kategorie 2 . . . . . .. ... ... ..
Ankerbeispiele: Kategorie 3 . . . . . ... .. ... ..
Ankerbeispiele: Kategorie4 . . . . . . ... ... ...
Strukturierungen nach Aufforderung zu Alternativen

Ergénzungen bei den Kategorien . . . . ... ... ..

5.3 Zusammenfassung der Resultate . . . . . . ... .. ... ...

63
64
64
65
66
67
67
68
71
72
73

77
78
79
80
81
82
84
85
89
91
95
97



Inhaltsverzeichnis

6 Weiterentwicklung der Theorie 119
6.1 Zusammenfassung der bisherigen Theorie und Empirie . . . . 119
6.1.1 Theorie . . . .. . . ... ... ... 119
6.1.2 FEmpirie . . . . ... o 120
6.2 Die Kategorien im Vergleich mit anderen Studien . . . . . .. 122
6.2.1 Kategorie 1: Den Ausdruck optisch einfacher machen . 124
6.2.2 Kategorie 2: Den Ausdruck &ndern . . . . .. ... .. 125
6.2.3 Kategorie 3: Den Ausdruck umstrukturieren . . . . . . 127
6.2.4 Kategorie 4: Klassifizierungen des Ausdrucks erforschen 128
6.3 Ein vierstufiges Modell des Strukturierens . . . . . . ... .. 129
6.3.1 Implizites Wissen und Wahrnehmung . . . . . . . . .. 129

6.3.2 Wiedererkennen als Ubersetzen zwischen Strukturierun-
o) 132
6.3.3 Das implizite Wissen des Strukturierens . . . . . . .. 136
6.3.4 Vier Stufen des Strukturierens . . . . . . .. ... ... 139
6.3.5 Eine Theorie zur Entwicklung des Strukturierens . . . 147
6.4 Zusammenfassung der Resultate . . . . . . ... ... ... .. 152
7 Zur Forderung des Strukturierens 153
7.1 Erstes Aufgabenformat: Mehrfaches Umformen . . . . . . . . . 153
7.2 Zweites Aufgabenformat: Relationales Denken . . . . . . . .. 155
7.3 Die Aufgabenformate als Gesprachsanlass. . . . . . . ... .. 156
7.3.1 Strukturierungen sichtbar machen . . . . . . . . . . .. 158
7.3.2  Weg vom Schema F, hin zur Exploration . . . . . . .. 163
7.4 Zusammenfassung der Resultate . . . . . . ... .. ... ... 167
8 Diskussion 169
8.1 Zusammenfassung . . . . . . .. ... 169
8.1.1 Theoretische Resultate . . . . . . ... ... ... ... 169
8.1.2 Empirische Resultate . . . . . . ... ... ... .... 171
8.2 Vergleich mit anderen Studien . . . . . . . . . ... ... ... 172
8.2.1 Der semiotisch-pragmatische Ansatz . . . .. ... .. 172
8.2.2 Die Individualitat des Strukturierens . . . . . . . . .. 176
8.2.3 Ein Modell fir die Entwicklung des Strukturierens . . . 177
8.2.4 Forderung des Strukturierens durch multiple Losungswege179
83 Grenzen . . . . . ... 180
84 Ausblick . . ... ... 181
8.4.1 Forschungsperspektiven . . . . . . .. .. ... ... 181
8.4.2 Entwicklungsperspektiven . . . . . ... ... 184
Literaturverzeichnis 185






1 Einleitung

In diesem Kapitel wird die Forschungsfrage motiviert, formuliert und eingebet-
tet. Insbesondere wird die vorgelegte Arbeit in der mathematikdidaktischen
Diskussion verortet.

1.1 Problemstellung und Uberblick

In diesem Abschnitt wird der Rahmen der Arbeit umrissen. Es wird die For-
schungsfrage formuliert, der Aufbau erklart und der mathematische Gegen-
stand, worauf die Arbeit fokussiert, definiert.

1.1.1 Ziel der Arbeit

Ende der Sekundarstufe 1 und in der Sekundarstufe 2 spielt der formale alge-
braische Kalkiil eine immer wichtigere Rolle. Terme werden vereinfacht und
Gleichungen werden gelost, indem die entsprechenden Ausdriicke geméfs den
algebraischen Regeln umgeformt werden. Wichtig werden Verfahren, Normal-
formen von Gleichungen, Losungsformeln und mathematische Gesetzméfig-
keiten in der Form von Regeln. Als Beispiel sei das Losen einer Gleichung wie
6(3z—2) = 100—4(3z—17) oder 6(3x —2) = 100 —4(3x —2) gegeben. Obwohl
die beiden Gleichungen dhnlich aussehen, bieten sich unterschiedliche Umfor-
mungen an. Bei der ersten Gleichung ist das Standardverfahren zum Losen
von linearen Gleichungen erste Wahl: ausmultiplizieren, zusammenfassen und
nach x auflésen. Bei der zweiten Gleichung lohnt es sich hingegen, statt die
Klammern auszumultiplizieren, die Gleichung auf die Form 10(3z — 2) = 100
zu bringen und dann auf beiden Seiten durch 10 zu dividieren. Offenbar hat
allein der kleine Unterschied in der letzten Klammer, das eine Mal (3z — 17),
das andere Mal (32 —2), eine groke Wirkung: die eine Gleichung wird mit Vor-
teil anders als die andere umgeformt. Wie kommt eine Person darauf? Wie
entdeckt sie — egal ob mathematisch versiert oder nicht — solch unterschied-
liche Umformungen? Dies fithrt direkt zur Leitfrage der vorliegenden Arbeit:
Wie erkennt eine Person Umformungen in algebraischen Ausdriicken?
Wesentlich bei dieser Leitfrage sind zwei Dinge: Erstens die Betonung des
Wie und zweitens der individuelle Zugang zum Ausdruck. So geht diese Arbeit
davon aus, dass algebraische Terme und Gleichungen an und fiir sich bedeu-
tungslose Objekte in der Form von Zeichenreihen sind. Bedeutung wird ihnen
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durch eine Person zugewiesen. Die Person ist es, die einen Ausdruck struk-
turiert. Dies driickt sich darin aus, wie die Person die Zeichen im Ausdruck
behandelt, damit er Sinn fiir sie macht, das heifst, damit sie in ihm Umformun-
gen erkennt. Die Person muss also den Ausdruck ,lesen”. Und es ist dieser Akt
des Lesens, der erstens der Art und Weise, wie sie Umformungen erkennt, ent-
spricht, und zweitens ihrem individuellen Zugang zum Ausdruck. Vorstellbar
ware etwa eine Person, die die Faustregel ,,Punkt vor Strich® temporal begreift,
quasi als Befehl, immer zuerst zu multiplizieren und zu dividieren und erst
dann zu addieren und zu subtrahieren. Eine solche Person wiirde beim Losen
obiger Gleichung 6(3z — 2) = 100 — 4(3z — 2) vorwiegend auf den einen oder
anderen Klammerterm fokussieren. Angenommen, sie macht sich zuerst an die
linke Seite. Dann bezieht sie 6 multiplikativ auf die 3z, behandelt also 6(3z...)
als zuerst auszufithrende Multiplikation. Die rechte Seite der Gleichung wé-
re vorerst unwichtig. Vermutlich wiirde die Person nicht mal die Gleichheit
der Klammern erkennen. Auf keinen Fall wiirde sie die beiden Klammerterme
aufeinander beziehen, um die Gleichung auf 10(3z —2) = 100 zu vereinfachen.
Denn sie geht ja davon aus, dass zuerst ausmultipliziert werden muss, bevor
addiert oder subtrahiert werden kann.

Das wére ein Beispiel dafiir, wie das Ausmultiplizieren erkannt werden kann.
Es beschreibt Téatigkeiten der Person, die schlieflich zur Umformung fiihren.
Eine andere Person wiirde vielleicht die Regel ,,Punkt vor Strich* nicht tem-
poral begreifen, sondern als Konvention dariiber, wie die einzelnen Zeichen
zu gruppieren sind. Diese Person wiirde vermutlich die Gleichung zuerst in
links und rechts einteilen und insgesamt drei Teile bilden: 6(3z — 2), 100 und
4(3z — 2). In einem ersten Schritt wiren die Beziige zwischen diesen Teilen
wichtig, etwa, dass rechts eine Differenz steht oder dass 6(3z — 2) sowohl als
Summand als auch als Multiplikation behandelt werden kann. Erst in einem
zweiten Schritt wiirden die Teile ndher betrachtet, durch Vergleich beider Sei-
ten die Gleichheit der Klammern erkannt und als Konsequenz das Verschieben
von 4(3z — 2) auf die linke Seite antizipiert. Dieser Ablauf illustriert exem-
plarisch, wie eine Person auf den Zwischenschritt 10(3z — 2) = 100 gefiihrt
wird. Genau solche individuellen Prozesse des Strukturierens, die zeigen, wie
Personen die Teile algebraischer Ausdriicke aufeinander beziehen und so auf
Umformungen gefiihrt werden, sind Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Warum ist eine Untersuchung zum individuellen Strukturieren algebraischer
Ausdriicke relevant? Der Grund liegt in der Schwierigkeit der Schiilerinnen
und Schiiler beim Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen. Die
Aufgabe, die Gleichung 6(3z — 2) = 100 — 4(3z — 2) moglichst einfach zu 16-
sen, ist ungleich schwieriger als die Aufgabe, auf beiden Seiten der Gleichung
6(3z —2) = 100 — 4(3z —2) den Ausdruck 4(3x —2) zu addieren. Zu erkennen,
wie umgeformt werden soll, bereitet manchmal mehr Miihe als das Ausfiithren
einer (gegebenen) Umformung. Und der Prozess des Strukturierens beschreibt
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gerade den Prozess des Erkennens von Umformungsoptionen. Worauf achtet
die Person? Was fallt ihr auf? Welche Teile verbindet sie miteinander? Wie
verbindet sie diese? Erkennt sie Eigenschaften von Zahlen, Anwendungssitua-
tionen von Rechengesetzen? Welche Verfahren aktiviert sie? Wie behandelt
sie diese? Antworten auf solche Fragen fithren zur Beschreibung davon, wie
eine Person eine Umformung erkannte. Indem Denkwege von angemessenen,
unangemessenen oder gar fehlerhaften Umformungen rekonstruiert werden,
gewinnt die Mathematikdidaktik Einsichten in die entsprechenden Sichtwei-
sen auf algebraische Ausdriicke. Als Folge konnen passende Interventionen
generiert werden. Sind beispielsweise die Denkwege gewinnbringender Umfor-
mungen rekonstruiert, besitzt die Mathematikdidaktik gelungene Beispiele,
die prototypisch gerade fiir solche Interventionen genutzt werden koénnen.

Die hier vorgestellte Untersuchung fokussiert also auf das individuelle Struk-
turieren und somit darauf, wie Schiilerinnen, Schiiler, Lehrkréfte etc. tatséch-
lich Terme und Gleichungen strukturieren. Ziel ist die Beschreibung dieses
Prozesses des individuellen Strukturierens sowohl aus theoretischer als auch
aus empirischer Perspektive. Entsprechend sind die folgenden vier Forschungs-
fragen leitend.

1. Wie lasst sich der Prozess des individuellen Strukturierens eines alge-
braischen Ausdrucks und dessen Produkt — die individuell hergestellte
Struktur — begrifflich bestimmen und theoretisch fundieren?

2. Mit welchen Methoden konnen solche Prozesse des Strukturierens em-
pirisch erfasst werden?

3. Wie strukturiert jemand einen zu vereinfachenden Term und eine zu
16sende Gleichung? Bieten sich Kategorien von individuell hergestellten
Strukturen an?

4. Wie entwickelt sich beim Individuum das Strukturieren algebraischer
Ausdriicke?

Die ersten beiden Fragen sind prézise genug, um die theoretischen und metho-
dologischen Betrachtungen leiten zu kénnen. Erst nach diesen Uberlegungen
wird die dritte Frage praziser formuliert werden, um zwei empirische Studien
gezielt planen zu konnen. Nach Vorliegen der empirischen Resultate wird dann
ersichtlich sein, inwiefern die vierte Frage im Rahmen der vorgelegten Arbeit
beantwortbar ist.

1.1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorgelegte Arbeit bildet den Forschungsprozess, der zu ihr fiihrte, (in
vereinfachter Form) ab. Insofern hat der vorliegende Text einen genetischen
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Charakter, der sich auch in der Gliederung der Arbeit spiegelt. So werden
die theoretischen Uberlegungen in mehreren Schritten dargelegt. Eine erste
Verortung findet schon im Kapitel 1 statt (Abschnitt 1.2). In Kapitel 2 wird
die Theorie so weit entwickelt, dass empirische Studien geplant werden kénnen.
Zentral ist hierbei die Bestimmung und Fundierung der Begrifflichkeiten zur
Beschreibung individueller Prozesse des Strukturierens. Das Kapitel 2 schliefst
mit der Darstellung eines Modells zur Auswertung von empirischen Daten
tiber Strukturierungsprozesse (Abschnitt 2.4).

Die Darlegung und Begriindung der Methode fiir die empirischen Studien
ist Gegenstand von Kapitel 3. Die Resultate dieser Studien werden in den
anschlieffenden Kapiteln 4 und 5 dargestellt.

Im Kapitel 6 wird die Theorie weiterentwickelt. Dazu wird ein erstes Fa-
zit gegeben. Die empirischen Resultate werden zusammengefasst und mit der
mathematikdidaktischen Literatur in Bezug gebracht. Darauf autbauend wird
eine Weiterfithrung der Theorie vorgeschlagen, was zu einem Stufenmodell des
Strukturierens fithren wird. Dieses Stufenmodell wird zur Konstruktion von
Aufgabenformaten genutzt, die die Entwicklung des Strukturierens unterstiit-
zen. Das ist Thema des Kapitels 7.

Die Schlussdiskussion der Arbeit findet in Kapitel 8 statt. Alle theoretischen
und empirischen Resultate werden resiimiert und auf die mathematikdidak-
tische Literatur bezogen. Die Arbeit endet mit der Diskussion ihrer Grenzen
und Perspektiven.

1.1.3 Mathematischer Gegenstand der Arbeit

In diesem Abschnitt wird der mathematische Gegenstand festgelegt: Was ist
mit dem Vereinfachen von Termen und Lésen von Gleichungen in der vorge-
legten Arbeit gemeint? Mit Hilfe von vier Aspekten wird auf diese Frage eine
Antwort formuliert.

1. Das Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen wird hier als
Umformen geméfs algebraischen Regeln begriffen. Die Terme und Glei-
chungen liegen als symbolische Ausdriicke vor, ebenso sind die Umfor-
mungsregeln symbolisch notiert. Das Umformen kann als Schlussfolgern
in einem formalen Kalkiil verstanden werden. Wie in Abschnitt 2.1.1
ausgefithrt werden wird, legt ein solcher Kalkiil den Aufbau und die
Darstellung von algebraischen Ausdriicken sowie die erlaubten Umfor-
mungen fest.

Dieses Verstandnis des Vereinfachens von Termen und Losens von Glei-
chungen hat sich erst im 19. und 20. Jahrhundert ausgebildet (Alten
et al., 2003; Kramer, 1991; Merzbach & Boyer, 2011; Sfard, 2008). Ins-
besondere meint die vorgelegte Arbeit mit dem ,algebraischen Kalkil®
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einen formalen Kalkiil. Dies im Gegensatz zu den Anfingen der Alge-
bra, wo bis zum 15. Jahrhundert mit algebraischen Verfahren meist geo-
metrische Techniken zur Ermittlung von unbekannten Grofsen gemeint
waren und erst ab dem 17. Jahrhundert die verbalen Beschreibungen
den symbolischen Ausdriicken wichen. Damit einher geht nach Kramer
(1991, S. 89) eine Verschiebung der Vorstellung vom Operieren mit Sym-
bolen: Das Operieren von Symbolen heifst nicht mehr, ,in Wirklichkeit
mit den Gegenstédnden zu operieren, fiir die die Symbole stehen |... ,
sondern| nach Regeln zu operieren, die nur auf die sichtbaren Symbole
selbst, nicht aber auf die Gegensténde, fiir die sie stehen, Bezug neh-
men. Gegenstand ist also jene algebraische Sprache, die sich ab dem
19. Jahrhundert entwickelte und seither als (symbolische) Sprache der
Mathematik verstanden wird.

2. Dieses kalkiilorientierte algebraische Arbeiten interessiert, weil es ty-
pisch in etwa fiir die Jahrgangsstufen 8 bis 12 ist. Das heiftt, Gegenstand
ist ein mathematisches Arbeiten, bei dem die einzelnen Umformungen
mithilfe von Rechengesetzen begriindet werden (sollten) und nicht mit-
hilfe von Uberlegungen, die auf einer inhaltlichen Interpretation der al-
gebraischen Zeichen basieren. Wer nach einer Auseinandersetzung mit
solch inhaltlichen Denkweisen sucht, sei verwiesen etwa auf Banerjee
und Subramaniam (2012), Filloy und Rojano (1989), Herscovics und
Linchevski (1994), Krummheuer (1982), Liebenberg, Sasman und Oli-
vier (1999), Linchevski und Herscovics (1996), Malle (1993), Pirie und
Martin (1997), Prediger (2009), Slavit (1999), Vlassis (2002), Vollrath
und Weigand (2009).

3. Konsequenterweise ist auch die Ausbildung propédeutischer algebrai-
scher Konzepte auf der Primarstufe, also die ,frithe* Algebra, kein zen-
trales Thema dieser Arbeit. Fiir die Darlegung und Diskussion dieser
Thematik sei verwiesen auf Arbeiten wie Akinwunmi (2012), Berlin
(2010), Carpenter, Franke & Levi (2003), Carraher und Schliemann
(2007), Carraher, Schliemann, Brizuela und Earnest (2006), Kieran (2004),
Warren und Cooper (2008).

1.2 Theoretische Sichtweisen

In diesem Abschnitt werden Sichtweisen identifiziert, unter denen die Frage
nach der Art und Weise des Erkennens von algebraischen Umformungen in
der mathematikdidaktischen Forschung bislang untersucht wurde. Das Ziel
ist die Darlegung davon, wie diese Fragestellung bislang verstanden wurde,
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welche Hauptthesen daraus resultierten und welche Fragen offen blieben. Die
Darstellung folgt — so weit es moglich ist — dem historischen Pfad.

1.2.1 Assoziationismus

Wohl bis in die Mitte des 20. Jahrhunderts war das Vereinfachen von Termen
und Lésen von Gleichungen gleichbedeutend mit dem Anwenden systematisch
eingeiibter Verfahren. Dabei ist mit ,systematisch® eine Einteilung der Menge
aller Aufgaben in Typen gemeint, wobei jedem Typ ein Verfahren zugeordnet
ist.

In Thorndike et al. (1926) ist die dahinterliegende Lerntheorie des Assozia-
tionismus beschrieben. Sie war Wegbereiter des spéateren Behaviorismus und
besagt in aller Kiirze: Lernen heiftt Bildung von Assoziationen zwischen Stimu-
li und entsprechenden Reaktionen. Als Stimuli wirken auffallende Merkmale
der Reizsituation. Hierbei ist wichtig, dass sich diese auffallenden Teile der
Reizsituation dem Lerner anbieten. Thorndike geht somit von einem passiven
Organismus aus, dem sich beispielsweise Merkmale eines Aufgabentyps auf-
dréngen, der Organismus trifft keine aktive Auslese. Beim Lernen wird dann
eine Assoziation zwischen einem Aufgabentyp und dessen erfolgreiche Bear-
beitung (Reaktion) ausgebildet. Sobald ein Lerner eine Aufgabe bewéltigt hat,
bildet sich diese Assoziation aus und wird umso stérker, je ofter der Lerner
diese Handlung wiederholt. Es entstehen stabile Verbindungen zwischen Auf-
gabentypen und Verfahren. Wichtig fiir Thorndike ist, dass pro Stimulus genau
eine Reaktion assoziiert wird. Das lasst sich beispielsweise im Zusammenhang
mit dem Losen quadratischer Gleichungen wie 222 + 2z — 24 = 0 illustrie-
ren. Diese konnen direkt mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
gelost werden, aber auch durch Faktorisieren oder quadratisches Ergénzen,
was je nach Situation deutlich schneller wére. In Thorndike et al. (1926, S.
273) wird fiir den Verzicht auf die letzten zwei Methoden votiert: “For the
purpose of real life the use of the formula serves not only as well as all three
together but better.” Nach Thorndike behindert die Vielfalt der Verfahren die
Ausbildung stabiler Assoziationen.

Der Assoziationismus liefert somit eine Modellierung davon, wie Personen
lernen, bestimmte Verfahren auf entsprechende algebraische Ausdriicke anzu-
wenden. Nach dieser Sichtweise schaut man algebraische Ausdriicke an, nimmt
auffallende Merkmale wahr und wahlt das entsprechende Verfahren aus. Die
Frage, wie Personen algebraische Umformungen erkennen, wird zur Frage nach
den Merkmalen, welche fiir die Personen als charakterisierend fiir einen Auf-
gabentyp gelten.

Verfahren spielen beim Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichun-
gen eine zentrale Rolle. Darin stimmt die vorgelegte Arbeit mit den Uber-
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legungen von Thorndike iiberein. Allerdings wird hier der passiven Wirkung
der Merkmale des Ausdrucks auf die Person, ihre aktive Auseinandersetzung
mit dem Ausdruck entgegengesetzt. Insbesondere wahlt eine Person aktiv aus,
worauf sie in einem Ausdruck schaut und welche Bedeutung sie mit den Teilen
im Ausdruck verbindet. Konsequenterweise kénnen identische Merkmale eines
Ausdrucks fiir verschiedene Personen verschiedene Bedeutungen und insbeson-
dere unterschiedliche Reaktionen zur Folge haben. Weil der Assoziationismus
diese Phénomene nicht zu erkléaren vermag, eignet er sich nicht zur theoreti-
schen Fundierung individueller Strukturierungsprozesse.

1.2.2 Gestaltpsychologie

Die Gestaltpsychologie ist — im historischen Kontext — die Antithese zum As-
soziationismus. Thr Grundsatz lautet, dass Lernen mit dem Aufbau von Fin-
sicht in Zusammenhénge gleichgesetzt werden kann. Wertheimer (1964) prégt
beispielsweise den Begriff des produktiven Denkens und setzt ihn den Reiz-
Reaktions-Lerntheorien entgegen. Seine Sichtweise illustriert er an mehreren
Beispielen, etwa an der Vereinfachung von

274 4+ 274 + 274 + 274 + 274
3 .

Wertheimer berichtet von Kindern, die gut im Rechnen, aber blind fiir obi-
ge Situation waren. Die meisten addierten sofort die Zahlen des Zahlers und
nur wenige erkannten den Trick. Fiir die Kinder war es eine Aufgabe des
Vereinfachens eines Bruchs. Offenbar verbanden sie damit das Addieren im
Zahler gefolgt vom anschlieflenden Kiirzen. Wertheimer (1964) interpretiert
diese Verfahrensorientierung als fehlende Einsicht in die Bedeutung der Divi-
sion. Denn ihm zufolge muss bei obigem Beispiel die strukturelle Bedeutung
der Division durch 5 verstanden werden ,als die Forderung, den Betrag des
Zahlers in finf gleiche Teile zu gliedern, was bereits geschehen war” (ebd., S.
130).

Nach der Gestaltpsychologie besteht die Losung eines Problems im Erfas-
sen der Beziehungen der einzelnen Teile zum Ganzen. Steiner (2004) spricht
beispielsweise von der ,Eingebundenheit in das Ganze, in die Gesamtgestalt®
(ebd., S. 344), vom ,Verstindnis der Zusammenhénge, des Systems“ (ebd.,
S. 346-347) und vom ,Lernen dieses Zusammenspiels* (ebd., S. 346). Insge-
samt legt die Gestaltpsychologie grofsen Wert auf das Neuordnen respektive
Umstrukturieren. Denn nur so gelingt es den Personen, die Beziehungen zwi-
schen den Teilen einzusehen. Wer beispielsweise ein Problem 16st, muss der
Gestaltpsychologie zufolge die Funktionen der einzelnen Teile analysieren, vor
allem im Hinblick auf ihre Beziechungen zum Ganzen. Er muss lernen, wie
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die visuell wahrnehmbaren, einzelnen Teile zu einem neuen Ganzen zu kom-
binieren sind. Unter welchen Voraussetzungen sind die Teile wie miteinander
zu arrangieren? Welche Folgen sind mit solchen Umstrukturierungen verbun-
den? Durch die Auseinandersetzung mit solchen Fragestellungen verschafft
man sich schlieflich Einsicht in die relevanten Zusammenhénge.

Die Gestalpsychologie betont also die aktive Rolle des Lernenden bei Wahr-
nehmungsprozessen. Das steht im Gegensatz zum Assoziationismus. Dieser
geht von einer passiven Rolle des Lernenden beim Wahrnehmen aus. Dieser
Unterschied zwischen Assoziationismus und Gestaltpsychologie ist in Wert-
heimer (1964, S. 228) festgehalten:

w<Aber wiederum |[...] ist, um das Problem wirklich zu l6sen, oft erst
eine Umgestaltung notig; das Problem kann unlosbar bleiben, so-
lange man nur auf seine eigenen Wiinsche oder Bediirfnisse starrt;
es kommt vor, dass es erst 16sbar wird, wenn man dazu {ibergeht,
das eigene Verlangen als einen Teil in der Situation zu sehen, und
dabei die objektiven Forderungen der Lage entdeckt.”

Jene Person, die das Problem 16sen will, muss eine solche Sichtweise einneh-
men, nach der sie ,die objektiven Forderungen der Lage entdeckt®. Das ist ein
aktiver Prozess.

Das Erkennen von Umformungen aus gestaltpsychologischer Sicht

Das Konzept der Gestaltpsychologie ist in der Literatur nur an wenigen alge-
braischen Beispielen illustriert. Als mathematische Beispiele werden vorwie-
gend geometrische Problemstellungen aufgegriffen. Trotzdem scheint mir die
Formulierung einer Antwort aus der Sicht dieser Theorie auf die Frage méoglich,
wie algebraische Umformungen erkannt werden. Denn in der Gestaltpsycho-
logie sind Begriffe wie strukturelle Bedeutung, Beziehung, Umstrukturieren,
Teile und Ganzes wichtig. Diese Begriffe nutze ich nun, um das Erkennen von
Umformungen nach gestaltpsychologischen Prinzipien zu beschreiben. Folgen-
der Vorschlag scheint gestaltpsychologischen Grundsétzen adéquat zu sein:
Algebraische Ausdriicke bestehen aus Teilen. Das Herstellen von Beziehungen
zwischen diesen Teilen ist ein Strukturieren des Ganzen. Aus solchen Struk-
turen folgen angemessene algebraische Umformungen.

Wenn Jahrzehnte spéter in Fischer (1984) der Begriff der Geometrie der
Terme gebraucht wird, ist dies eine Reminiszenz an die Gestaltpsychologie.
Denn ihr gemafs ist Strukturieren mehr ein Interpretieren der geometrischen
Anordnung der Zeichenreihe — und weniger ein Reagieren mit einem Verfahren
auf ein Schliisselmerkmal wie im Assoziationismus. Begrifflich noch nidher an
der Gestaltpsychologie ist Arcavi (1994) zu verorten, der seinen Symbolsinn
als ,Gestaltblick* (gestalt view) umschreibt (vgl. Abschnitt 1.2.5).
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Die Rolle der gestaltpsychologischen Sichtweise in dieser Arbeit

Die Bestimmung des Begriffs der Strukturierung liegt in der vorliegenden Ar-
beit nahe an gestaltpsychologischen Anséatzen. In Kapitel 2 wird Strukturieren
als ein Herstellen von Beziigen begriffen und gleicht diesbeziiglich den gestalt-
psychologischen Beziigen zwischen den Teilen und dem Ganzen. Allerdings
wird die theoretische Perspektive eine andere sein. Wo die Gestaltpsycho-
logie die Bedeutung eines algebraischen Ausdrucks wesentlich im Ausdruck
selbst verortet, wird sie in dieser Arbeit in der Art und Weise liegen, wie der
Ausdruck behandelt werden soll, kann und wird. Insbesondere wird das Struk-
turieren ganz klar als ein Handeln begriffen — die Gestaltpsychologie versteht
es eher als ein ,Sehen®.

1.2.3 Prozess-Modelle

In der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts wird die Beschreibung von Denk-
prozessen stark vorangetrieben. Die entstandenen Studien basieren auf der
detaillierten Untersuchung von Denkwegen einzelner Personen (Bernard &
Bright, 1984; Larkin et al., 1980; Larkin & Simon, 1987; Matz, 1982; Mayer,
1982; Sleeman, 1984; Stahl, 2000; Tietze, 1988). Wichtig ist die Erkenntnis,
dass das Erkennen von Umformungen respektive Umformungsméglichkeiten
ein Prozess ist. Das fithrt zur Entwicklung von Prozess-Modellen. Unter diesem
Begriff wird in der vorgelegten Arbeit eine Modellierung des Denkprozesses
einer Person verstanden, die beispielsweise wesentliche Teilprozesse, typische
Teilschritte oder die Organisation ihrer internen Repréasentationen enthalt.
Im Fokus stehen vor allem jene Denkprozesse, die relevant beim Problemlo-
sen sind. Einher damit geht, dass manche Forschungsarbeit im Kontext der
kiinstlichen Intelligenz entsteht. Folglich beschreiben einige Prozess-Modelle
auch Mechanismen, die formalisiert werden und Grundlage eines Computer-
programms sein konnen. In diesem Fall wird hier von einem Computermodell
gesprochen.

Die vorliegende Arbeit stellt exemplarisch solche Prozess-Modelle vor, die
meines Erachtens interessant im Hinblick auf das algebraische Umformen sind.
Auf zwei Fragen wird ein besonderes Augenmerk gelegt: Erstens: Welche Rolle
spielt die Wahrnehmung? Zweitens: Wie werden die Prozesse gesteuert?

Vorab sei mit diesem Abschnitt der Kognitivismus eingefiithrt. Damit dndert
sich die Erklarungsstrategie des Musters, wie Reiz und Reaktion zusammen-
héngen. Beim Assoziationismus wird die Verbindung von Reiz und intendier-
ter Reaktion verstarkt, einfach weil die Person diese Reaktion in Zukunft
nicht vermeiden will. ,Der Mensch [ist] ein assoziativer Mechanismus, der so
funktioniert, dass Storungen in den Lebensvorgingen der Neuronen vermie-
den werden* (Thorndike, 1913, S. 23, zitiert nach Steiner, 2004, S. 41). Der
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Kognitivismus erklart die Verstarkung hingegen nicht aufgrund von physiolo-
gischen, sondern aufgrund von psychologischen Bedingungen: Die Verbindung
von Reiz und Reaktion wird vermittelt durch die Vorstellung vom Ziel der
Reaktion. Eine lernende Person entwickelt eine Vorstellung davon, was sie
bei einem bestimmten Reiz wie zu tun hat. Die Verstarkung der Verbindung
von Reiz und Reaktion hat beim Kognitivismus eine informative Funktion
und leitet das Handeln der lernenden Person. Beim Assoziationismus hat die
Verstarkung hingegen eine rein selektive Funktion.

Wie eine solche Vorstellung, die zwischen Reiz und Reaktion vermittelt, kon-
zipiert werden kann, war und ist Thema der Kognitionspsychologie. Im Zuge
der Jahrzehnte entwickelte sie entsprechende theoretische Ansétze. Begriffe
wie interne Repréasentation, Schema, mentales Modell, kognitive Prozesse und
eben auch Prozess-Modelle und Computermodelle wurden und sind wichtig
(vgl. beispielsweise Eysenck & Keane (2010) oder auch Steiner (2004)).

Die Rolle der Wahrnehmung in Prozess-Modellen

Prozess-Modelle unterscheiden sich unter anderem darin, inwiefern sie Wahr-
nehmungsprozesse mitmodellieren oder nicht. Einige Modelle beschreiben ,nur®,
wie interne Regeln auf internen Reprisentationen operieren, Wahrnehmungs-
prozesse spielen keine Rolle. Andere Modelle umfassen hingegen auch die Bil-
dung der internen Repréasentation, Wahrnehmungsprozesse sind wesentlich.
Ein Beispiel fiir ein Prozess-Modell mit der Beschriankung auf das Operie-
ren von internen Regeln auf internen Reprasentationen ist in Mayer (1982)
beschrieben. Im entsprechenden Computermodell ist ein algebraischer Aus-
druck als Proposition dargestellt. Eine Gleichung wie 822 = 3z — 11 ist als

2
Rechenbaum kodiert, wie Abbildung 1.1 illustriert. Ein solcher Rechenbaum

C
B D
/’\ /l\
: 2 3x - 11
A
I
8 + 3x

Abbildung 1.1: Rechenbaum der Gleichung @ = 3z—11 nach Meyer (1982,
S. 450).

entspricht der internen Représentation des algebraischen Ausdrucks und wird

10
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bei der eigentlichen Implementation des Modells als String (also als Zeichen-
kette und nicht etwa als Bild) kodiert, bestehend aus Symbolen fiir Zahlen,
Variablen und Operationszeichen sowie fiir Klammern und das Gleichheits-
zeichen. Kodiert wird allein der syntaktische Aufbau des Ausdrucks. Infor-
mationen iiber die grafische, zweidimensionale Anordnungen der Zeichen im
reprasentierten Term spielen keine Rolle.

Das Erkennen von Umformungen ist in solchen Computermodellen gleich
dem Zutreffen von Bedingungen. Denn implementierte Strategien bestimmen,
welche Regeln auf den internen Reprisentationen operieren. Beispielsweise
modelliert Mayer (1982) unter anderem die Reduktions- sowie Isolationsstra-
tegie bei linearen Gleichungen. Sein Modell basiert auf Regeln in der Form
von klassischen If-Then-Anweisungen. Damit sind Fallunterscheidungen nach
dem Schema ,Wenn A, dann B* gemeint. Fiir die Isolationsstrategie sind zwei
If-Then-Anweisungen notig:

1. If: Auf beiden Seiten der Gleichung kommt die Variable x vor.

Then: Schiebe alle x auf die linke Seite und fasse sie zusammen.

2. If: Auf beiden Seiten der Gleichung kommen Zahlen als Summanden
Vor.

Then: Schiebe alle reinen Zahlsummanden auf die rechte Seite und fasse
sie zusammen.

Das Erkennen einer Umformung wird zum Uberpriifen von explizit vorgegebe-
nen Kriterien. Ist beispielsweise eine der obigen Bedingung erfiillt — und das
ist mechanisch durchfithrbar —, dann kann entsprechend umgeformt werden.

Mit Mayer (1982) ist ein Prozess-Modell vorgestellt, das die internen Repré-
sentationen als gegeben voraussetzt. Andere Forschungsgruppen interessieren
sich hingegen gerade fiir die Bildung solcher internen Représentationen. Kon-
sequenterweise sind dann Wahrnehmungsprozesse wichtig. Grundlage ist die
Erkenntnis, dass die Wahrnehmung eines algebraischen Ausdrucks als eine
Auseinandersetzung zwischen den entdeckbaren Informationen im Ausdruck
und den Konzepten jener Person verstanden werden kann, die gerade umformt.
In der entsprechenden Literatur spricht man von aufsteigenden (bottom-up)
Prozessen, die vom Gedruckten, und von absteigenden (top-down) Prozessen,
die vom Vorwissen der Person her vorwartsschreiten (Guski, 2000, S. 68; Stei-
ner, 2004, S. 202).

Ein Beispiel fiir das Aufzeigen der Relevanz von Wahrnehmungsprozessen
beim algebraischen Umformen ist Kirshner (1989). Dieser Autor zeigt, dass
das Erkennen der Hierarchie der Operationen in einem Ausdruck als rein vi-
suelles Schliefsen modelliert werden kann: Was néher zueinander steht, gehort
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zusammen. Am stérksten miteinander verbunden sind Variablen, die diago-
nal zueinander stehen wie a® oder /a. Dann folgen Operationen, bei denen
die Variablen direkt nebeneinander oder untereinander stehen wie ab oder
7. Die zuletzt auszufithrenden Operationen sind durch grofe Zwischenraume
charakterisiert wie a + b oder a — b. Prinzipiell kénnte mit der Syntax der al-
gebraischen Notation, also mit der Schreibweise der Terme und Gleichungen,
allein aufgrund metrischer Eigenschaften umgegangen werden.

Kirshner und Awtry (2004) erweitern dieses Modell. Auch das Umformen
kann als Wahrnehmungsprozess erkldart werden. Dazu fithren die Autoren
die wvisuelle Augenscheinlichkeit (visual salience) von Regeln ein. Regeln wie
(xy)? = 2*y* und z(y + 2z) = zy + zz sind visuell augenscheinlich. Die linke
und rechte Seite des Gleichheitszeichens erscheinen in natiirlicher Weise auf-
cinander bezogen. Regeln wie % : & = 2 und 2? — y? = (x — y)(z + y) sind
visuell nicht augenscheinlich.

Diese Uberlegungen nutzen Kirshner und Awtry zu einer neuen Erklarung
von Fehlern wie (z+y)¢ = 2°+y°¢. Klassisch wird dies als kognitive Ubergenera-
lisierung erklart (Malle, 1993; Matz, 1982). Kirshner und Awtry sehen diesen
Fehler hingegen als wahrnehmungsgesteuerte Ubergeneralisierung. Denn na-
hezu alle Fehler, die durch eine kognitive Ubergeneralisierung erklirt werden,
beruhen auf visuell augenscheinlichen Regeln. Zum Beispiel kann nach Kirsh-
ner und Awtry der Fehler (z+y)¢ = 2°¢+y°¢ als wahrnehmungsgesteuerte Uber-
generalisierung der visuell augenscheinlichen Regel (z + y)c = zc + yc erklart
werden. Eine nicht visuell augenscheinliche Regel wird dagegen kaum iiberge-
neralisiert. Die nicht visuell augenscheinliche Regel 22 — 32 = (z — y)(z + y)
wird kaum zu 22 +y? = (z+y)(z —y) iibergeneralisiert. Lernende werden also
durch die visuelle Augenscheinlichkeit verfiihrt. Sie {ibergeneralisieren wahr-
nehmungsbasierte Schemata und nicht kognitive (die sie dann ,unkritisch®
anwenden (Malle, 1993, S. 174)). Mit anderen Worten: Moglicherweise sind
die typischen Fehler der Algebra auf Probleme mit der Wahrnehmung und
nicht mit der Kognition zuriickzufiihren. Solche Ergebnisse sind in neueren
Studien wie Landy und Goldstone (2007a, 2007b), Ottmar, Landy und Gold-
stone (2012) oder Kellman, Massey und Son (2009) repliziert und erweitert.
Analog argumentiert Hewitt (2003).

Die Steuerung von Prozessen

Prozess-Modelle unterscheiden sich nicht nur im unterschiedlichen Einbezug
von Wahrnehmungs-, sondern auch von Steuerungsprozessen. In Computer-
modellen wie jenem von Mayer (1982) sind die Umformungen im Voraus fest-
gelegt durch die implementierten Strategien, insbesondere ihre Bedingungs-
klauseln. Zu steuern gibt es nichts mehr, der Algorithmus muss einfach abge-
arbeitet werden.

12
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Andere Prozess-Modelle umfassen hingegen sogenannte metakognitive Pro-
zesse wie das Wahrnehmen, Evaluieren und Regulieren (Wilson & Clark,
2004) respektive das Planen und Evaluieren des eigenen Denkens (Schoenfeld,
1985). Die Wichtigkeit des Planens beim algebraischen Umformen ist etwa
in Wenger (1987) illustriert. Jener Autor fiihrt als Beispiel das Aufldsen von
vy/u = 1+ 2v4/1 + u nach v an. Diese Gleichung legte er 64 Studienanféngern
vor. 20 meisterten die Gleichung, die restlichen 44 nicht. Letztere lieken sich
vor allem von den Wurzelausdriicken in u verfithren, indem sie beispielswei-
se auf beiden Seiten quadrierten. Solche unangemessenen Umformungen sind
gemal Wenger typisch fiir ein planloses Vorgehen. Seines Erachtens besteht
Planen im Untersuchen der Struktur von vy/u = 1+ 2v/1 4+ u als Gleichung
in v. Entscheidend dabei ist das verallgemeinerte Substitutionsprinzip (gene-
ralized substitution principle). Es meint im Fall von vy/u = 1+ 2vy/1 + u,
dies als substituierten Ausdruck von vA =1+ 2vB zu erkennen.

Ein dhnlichen Beispiel nutzt Schoenfeld (1987) zur Illustration der Notwen-
digkeit von Evaluationsprozessen. Er bat Studierende, die Gleichung z%y +
2xy + * — y = 2 nach y aufzulosen. Sie formten meistens so um, dass nach
mehreren Schritten eine schwierigere Situation entstand. Einige brachten das
isolierte y nach rechts, klammerten dann bei 2%y + 2xy das y aus und anschlie-
fsend auch das x. Danach brachten sie weitere Teile nach rechts etc. Jeden
Zwischenschritt behandelten sie wie eine neue Gleichung. Nur wenige unter-
suchten die ausgefiihrten Umformungen auf den Nutzen im Hinblick auf die
Losung. Offenbar fassten sie die Problemstellung anders auf als beispielsweise
Experten. Schoenfeld (1985, 1987) — oder etwa auch Muis (2008) — betont
aus diesem Grund die Abhédngigkeit der Planungs- und Evaluationsprozesse
von den Uberzeugungen und Vorstellungen einer Person. Wer beispielsweise
nicht weifs, dass eine Umformung gewinnbringend sein sollte, evaluiert seine
Umformungen nicht auf dieses Kriterium bezogen.

Durch Einbezug der Metakognition wird das Erkennen von Umformungen
mehr als ein mechanisches Uberpriifen des algebraischen Ausdrucks auf das
(Nicht-)Erfiillen von Bedingungen. Die erkannte Umformung ist dann das Er-
gebnis eines Prozesses. Planungsschritte und Schlussfolgerungen aus Evalua-
tionen fiithren schliefslich zur Umformung.

Mehrere Studien belegen, dass mit zunehmender Expertise auch die meta-
kognitiven Fahigkeiten zunehmen (Bookman, 1993; Carlson & Bloom, 2005;
Kramarski, Mevarech & Arami, 2002; Schoenfeld, 1985). Dies driickt sich ty-
pischerweise durch eine zunehmende Orientierung am Ziel aus. Allerdings ist
die Ausbildung metakognitiver Fahigkeiten ein iiberaus anspruchsvolles Un-
ternehmen (Lester, 1994).
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Die Rolle von Prozess-Modellen in dieser Arbeit

Prozess-Modelle machen klar, dass Denken und Wahrnehmen ein Prozess ist.
Entsprechend geht diese Arbeit davon aus, dass auch das Strukturieren al-
gebraischer Ausdriicke ein Prozess ist. Dieser orientiert sich an einem Ziel,
bei fortgeschrittenen Lernenden etwa am Finden der Losung der vorgelegten
Gleichung, wie in dieser Arbeit gezeigt werden wird. Insofern spiegeln sich
wesentliche Merkmale von Prozess-Modellen auch in Prozessen des Struktu-
rierens. Allerdings werden in dieser Arbeit solche Prozesse nicht kognitions-
psychologisch beschrieben. Vielmehr wird sich deren Beschreibung an semio-
tischen Ansétzen orientieren wie dem sozio-kulturellen Zugang von Radford
(2000, 2002, 2003, 2010a), dem diagrammatischen Denken von Dérfler (2006a,
2006b, 2008) sowie den onto-semiotischen Konzeptionen, dargestellt in Font,
Godino und Gallardo (2013), Godino und Batanero (1998, 2003) sowie Godi-
no, Batanero und Font (2007).

Bei diesen Ansétzen wird das Lernen wesentlich als Konstruieren von Be-
deutung begriffen. Es geht um die Frage, wie der Unterricht ,zur angemes-
senen Konstruktion der erwiinschten Bedeutung von Zeichen“ beitragen kann
(Bauersfeld, 2000, S. 401). Dabei manifestiert sich die Konstruktion von Be-
deutung in entsprechenden Handlungen, wird beobachtbar und somit der Em-
pirie zugédnglich. Insgesamt haben sich oben aufgefiihrte Ansétze bislang fiir
die Untersuchung jenes Algebra-Unterrichts bewihrt, in dem gerade der Uber-
gang von der Arithmetik zur Algebra vollzogen wird. Bei diesem Ubergang
interessiert namlich, wie Lernende beginnen, von konkreten Situationen zu
abstrahieren und zu verallgemeinern und sich dabei erste Komponenten der
Bedeutung von algebraischen Ausdriicken konstruieren miissen (Font, Godi-
no & Batanero, 2013; Radford, 2003). In Kapitel 2 wird aufgezeigt werden,
wie auch das kalkiilorientierte algebraische Umformen als Konstruktion von
Bedeutung konzipiert werden kann — und warum sich dazu eine semiotische
Sichtweise eignet.

1.2.4 Die Struktur eines algebraischen Ausdrucks

Der Begriff der Struktur eines algebraischen Ausdrucks ist seit der wegwei-
senden Arbeit von Kieran (1989) zentral fiir mathematikdidaktische Studien
zur Algebra. In dieser Arbeit fasst Kieran den Stand der damaligen Forschung
iiber die Schwierigkeiten der Lernenden im Algebraunterricht zusammen. Thr
Schluss war, dass die Lernenden am meisten Probleme mit dem Erkennen und
Gebrauchen von Strukturen haben. Diese Feststellung wurde und wird immer
noch von einer Vielzahl von Autoren unterstiitzt (Booth, 1989; Hoch, 2007;
Hoch & Dreyfus, 2010; Kirshner, 1989; Malle, 1993; Linchevski & Livneh,
1999; Pomerantsev & Korosteleva, 2003; Trigueros & Ursini, 2008).
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Kieran stellte ihre Arbeit wihrend einer viertdgigen Konferenz 1987 zur
Schulalgebra an der Universitdt Georgia in den Vereinigten Staaten vor. Ziel
der Konferenz war erstens der Austausch unter den Wissenschaftsgruppen und
zweitens die Ausarbeitung von zukiinftigen, von allen als wesentlich erachteten
Forschungsfragen zur Schulalgebra. Denn ab etwa 1980 war in den Vereinigten
Staaten die Zahl von theoretischen und empirischen Studien zum Lehren und
Lernen der Schulalgebra so rasant angestiegen, dass sich eine Biindelung dieser
innovativen Krafte aufdrangte.

Oberflachen- und Systemstruktur

Im entsprechenden Beitrag (Kieran, 1989) schlidgt Kieran vor, unter der Struk-
tur eines Terms sowohl seinen operativen Aufbau als auch die mit den entspre-
chenden Operationen verbundenen Eigenschaften zu subsumieren. Vor allem
der Einbezug des zweiten Aspekts ist wesentlich. Denn dadurch geht Struk-
turieren iiber das Ausfithren der durch einen Term reprasentierten Rechnung
hinaus, es meint vielmehr das Erkennen von Umformungen.

Die entsprechenden zwei Aspekte nennt Kieran Oberflachenstruktur (surface
structure) und Systemstruktur (systemic structure). Die Oberflachenstruktur
eines algebraischen Ausdrucks beschreibt seinen syntaktischen Aufbau. Sie
umfasst die vorkommenden Operationen, deren Hierarchie sowie im Falle ei-
ner Gleichung die Gleichheit der beiden Terme links und rechts des Gleich-
heitszeichens. Die Systemstruktur umfasst die Eigenschaften und Gesetzmé-
fsigkeiten der im Ausdruck dargestellten Operationen und Relationen im Hin-
blick auf mogliche Umformungen. In diesem Sinne weist die Systemstrukur
auf alle dquivalenten Formen, zu denen ein Term geméaft den Rechengesetzen
umgeformt werden kann, beziehungsweise auf alle Gleichungen, die zu einer
Gleichung dquivalent sind. Durch einen solchen Begriff von Struktur macht
Kieran klar, dass Umformungen einem algebraischen Ausdruck nicht mitge-
geben sind, sondern von den Schiilerinnen und Schiilern durch Strukturieren
des Ausdrucks herauszuarbeiten sind. Fiir Kieran ist Strukturieren gleich dem
Erkennen von korrekten Umformungen.

Die Systemstruktur kann als das Erkennen von dquivalenten algebraischen
Ausdriicken operationalisiert werden. Diese Fahigkeit ist beispielsweise zen-
tral fiir einen produktiven Umgang mit Computer-Algebra-Systemen (CAS).
Denn die Darstellung eines Ausdrucks auf dem Bildschirm eines CAS-Rechners
stimmt nicht immer iiberein mit den vorgegebenen oder bendétigten Darstel-
lungen auf Papier. Wer zum Beispiel X2 eintippt, muss wissen, dass dies
dquivalent ist zu (a + p)/q aber nicht zu a + £ (Ball, Pierce & Stacey, 2003).
Man muss also sofort erkennen konnen, ob ein Ausdruck mit einem anderen
dquivalent ist oder nicht. Das Erkennen der Systemstruktur ist entscheidend.
Empirische Untersuchungen belegen, dass Lernende damit enorm Miihe haben
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(Ball, Pierce & Stacey, 2003; Ball, Stacey & Pierce, 2001; Steinberg, Sleeman
& Ktorza, 1990).

Termstrukturen

Was das Werk von Kieran (1989) fiir die Vereinigten Staaten ist, ist jenes
von Malle (1993) fiir den deutschsprachigen Raum. Es ist immer noch das
Standardwerk fiir die Mathematikdidaktik der elementaren Algebra. In diesem
Buch spielt das Erkennen von Termstrukturen eine zentrale Rolle, was sich
etwa im folgenden Zitat ausdriickt:

,Viele Lehrer sind sich der Tatsache gar nicht bewusst, dass dem
Umformen algebraischer Ausdriicke ein Termstrukturerkennen zu-
grundeliegt. Man begniigt sich daher meist mit einem ,endlosen’
Uben des Umformens, ohne gezielt auf diese Voraussetzung — die
man geradezu als ,crux‘ aller Schiilerfehler beim Umformen anse-
hen kann — einzugehen.“ (ebd., S. 254)

Malle versteht unter dem Erkennen von Termstrukturen das Aufteilen des
Ausdrucks in Teilterme. Beispielsweise konnen in der linken Seite der Glei-
chung 4z + 3 = 11 drei verschiedene Termstrukturen erkannt werden. Sie
sind in Abbildung 1.2 gezeigt. Diese Termstrukturen geben Aufteilungen der

4-r+3=11 4- A4+[31=11 @l [(d+3]=11

Abbildung 1.2: Drei Termstrukturen der Gleichung 4z + 3 = 11 nach Malle
(1993, S. 189)

linken Seite der Gleichung 4x + 3 = 11 in einzelne Einheiten an. Sie sind
durch die Gesetze, die den Aufbau eines Terms regeln, bestimmt. Je nach
Aufteilung wird eine andere Umformung erkannt. In Abbildung 1.2 etwa ist
das Finden einer anwendbaren Regel nur im mittleren Fall wahrscheinlich,
A+ B =C <= A = (C — B boéte sich an. Das heifst, Erkennen von Umfor-
mungen basiert nach Malle auf dem Erkennen von Termstrukturen.

Struktur versus Koharenz

Die Betonung der Struktur macht deutlich, dass sich aus den einzelnen Sym-
bolen keine Information gewinnen lasst, sondern nur aus den Beziehungen
zwischen ihnen. Darin besteht die Analogie zwischen der algebraischen und
einer natiirlichen Sprache: Was bei einem algebraischen Ausdruck die Struk-
tur ist, ist bei einem Text die Kohérenz. Entsprechend korrespondiert die
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Syntax des algebraischen Kalkiils zur Grammatik der natiirlichen Sprache.
Die Art und Weise des Erkennens von Umformungen ist dann eine Art und
Weise des Schlussfolgerns. Die aus einer Struktur gefolgerten Umformungen
korrespondieren zu den aus einem Text gezogenen Inferenzen (Singer, 1994).

Vor dem Hintergrund dieser Analogie erklart sich die betréchtliche An-
zahl von Studien, die den algebraischen Kalkiil unter dem Gesichtspunkt der
Sprache betrachteten. Dabei wird einerseits die Theorie und andererseits die
Empirie vorangetrieben. Beispielsweise stellen Drouhard und Teppo (2004)
dar, dass der algebraische Kalkiil aus theoretischer Sicht als Sprache mit ei-
gener Syntax, Semantik und Pragmatik aufgefasst werden kann. Empirische
Arbeiten wie MacGregor und Price (1999) oder auch MacGregor und Stacey
(1997) gehen der Frage nach, inwiefern sprachliche und algebraische Féhigkei-
ten korrelieren. Ein zentrales Resultat ist, dass nur jene Lernenden angemessen
mit der algebraischen Notation umgehen kénnen, die iiber metalinguistische
Bewusstheit (metalinguistic awareness) verfiigen. Dabei bezeichnet die meta-
linguistische Bewusstheit die Fahigkeit, iiber Grammatik und Orthographie
reflektieren zu konnen. Ein metalinguistisch bewusstes Kind hort, dass sich
beispielsweise Mayonnaise und Kése reimen, und ist dann erstaunt, wenn die
beiden Worter unterschiedlich geschrieben werden.

Ein anderer Forschungszweig fokussiert auf das ,,Parsen” der als Zeichenrei-
hen gegebenen algebraischen Ausdriicke. Erste Uberlegungen dazu hélt bei-
spielsweise schon Bernard (1983) fest. Doch erst Jahre spéter finden empi-
rische Studien dazu statt. So untersuchen Jansen und Yelland (2003) sowie
Jansen, Marriott und Yelland (2007), inwiefern algebraische Ausdriicke gleich
oder anders als Worter und Sétze der natiirlichen Sprache gelesen werden.
Als empirisches Instrument dient die Messung von Augenbewegungen, wie es
bei Studien zum Decodieren der semiotischen Information von Texten auch
der Fall ist (Ballstaedt, Mandl, Schnotz & Tergan, 1981; Grzesik, 1990). Ge-
méak den Auswertungen scheinen zumindest Experten algebraische Ausdriicke
tendenziell von links oben nach rechts unten zu lesen, wenn sie aufgefordert
werden, sich diese zu merken.

Der Begriff der Struktur in dieser Arbeit

Als Struktur eines algebraischen Ausdrucks wird in der Mathematikdidaktik
typischerweise eine mathematische, objektive Eigenschaft des Ausdrucks ver-
standen, welche hilfreich fiir das Umformen des Ausdrucks ist. Insofern ist
der Begriff der Struktur ein Begriff der mathematischen Theorie. Diese Préa-
misse steht beispielsweise hinter den Ansétzen von Kieran (1989) respektive
Malle (1993). Zur Rekonstruktion von individuellen Lern- und Denkwegen
sind hingegen Begriffe zur Beschreibung der mathematischen Praxis, also des
mathematisch Tétigseins, geeigneter. Insofern spielt der Begriff der Struk-
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tur in dieser Arbeit nur eine Nebenrolle. Die Hauptrolle wird der Begriff der
Strukturierung einnehmen. Er wird in Kapitel 2 eingefiihrt und ist als eine
individuell hergestellte Struktur eines Ausdrucks zu verstehen.

Nebst dem Begriff der Struktur werden in den folgenden Kapiteln auch
die mit diesem Begriff verbundenen und von Kieran (1989) und Malle (1993)
herausgearbeiteten Aspekte ausdifferenziert. Welche Operationen erkennt ei-
ne Person in einem Ausdruck? Welche sind fiir sie wichtig, welche unwichtig?
Welche Eigenschaften der Operationen nutzt die Person, welche nicht? Wie
teilt die Person die zweidimensionale Anordnung des Ausdrucks auf? Wel-
che Teile bezieht sie wie aufeinander? Das sind die Fragen, die interessieren
werden.

1.2.5 Struktur- und Symbolblick

Indem Kieran und Malle die Struktur — insbesondere die Systemstruktur —
betonen, riickt der Ausdruck als Ganzes in den Fokus. Das Erkennen von
Umformungen ist offenbar nicht eine Funktion von einzelnen Merkmalen des
Ausdrucks, sondern von seiner Struktur. Das Wahrnehmen von Mustern — von
Strukturen eben — wird wichtig. Zur begrifflichen Fassung der entsprechenden
Fahigkeit schlagt die Mathematikdidaktik Konstrukte wie Strukturblick und
Symbolblick vor. Diese werden nun vorgestellt.

Strukturblick

Wer fahig ist, algebraische Ausdriicke zu strukturieren, verfiigt iiber einen
Strukturblick (structure sense). Linchevski und Livneh (1999) gebrauchen in
ihrer Arbeit diesen Begriff das erste Mal. Sie geben damit der Fahigkeit ,to
use equivalent structures of an expression flexibly and creatively“ (ebd., S.
191) einen Namen.

In Hoch und Dreyfus (2004, 2005), Hoch (2007) sowie Novotna und Hoch
(2008) werden in der Folge Operationalisierungen des Konstrukts des Struk-
turblicks vorgeschlagen fiir den Inhaltsbereich des Faktorisierens. Drei Fahig-
keitsstufen des Strukturblicks sind definiert. Diese bestehen fiir Situationen
des Faktorisierens darin,

1. eine bekannte Struktur in ihrer einfachsten Form zu erkennen, beispiels-
weise 81 — 22 als a® — b?,

2. eine komplexere Form durch Substitution auf eine bekannte Struktur

zuriickfiihren, beispielsweise (2x+3)%?—12(2x+3)+36 durch Substitution
von a = 2z + 3 und b = —6 auf a® + 2ab + b,
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3. eine komplexere Form umzuformen, eventuell zu substituieren und so auf
eine bekannte Struktur zuriickzufiihren, beispielsweise 24z5y* — 15028
durch Umformung und Substitution auf 6(a® — 0?).

Diese drei Stufen sind vor dem Hintergrund vorgegebener, bekannter Struk-
turen zu sehen. In Hoch und Dreyfus (2010) sind fiinf solcher Strukturen
angegeben, welche wichtig fiir die Sekundarstufe I sind: a® — b?, a + 2ab + b2,
ab + ac + ad, ax +b = 0 und az?® + bx + ¢ = 0. Obige drei Stufen entspre-
chen Schwierigkeitsgraden, in einem vorgegebenen Ausdruck eine dieser fiinf
Strukturen zu erkennen.

Das Strukturieren ist bei Hoch und Dreyfus ein Klassifizieren in bekannte
Strukturen. Klassifizieren meint dabei, ein Erkennen von Substitutionen und
Umformungen, um den vorgelegten Ausdruck auf eine bekannte Struktur zu
bringen. Die beiden Ausdriicke 302% —28x + 6 und (5z — 3)(6x — 2) mdgen dies
illustrieren (Hoch & Dreyfus, 2004). Sowohl bei 3022 — 28z + 6 als auch bei
(5x — 3)(6z — 2) ist gemi den Autoren die Struktur az? + bx + ¢ zu erkennen.
Denn einerseits kann bei 3022 — 28z + 6 mit wenigen Substitutionen diese
Form hergestellt werden. Andererseits kann (5z — 3)(6z — 2) ausmultipliziert
und auf die Form ax? + bx + ¢ gebracht werden. Die zu erkennende Struktur
ist hier die Normalform der quadratischen Ausdriicke. In diesem Sinne kann
man sagen: Das Erkennen von Umformungen ist bei Hoch und Dreyfus ein
Erkennen von Typen von Termen und Gleichungen.

Aus begrifflicher Sicht ist interessant, dass fiir Hoch und Dreyfus die un-
terschiedlichen Darstellungen, der ,quadratische Ausdruck® 30x% — 28z + 6
sowie das ,,Produkt zweier Linearfaktoren® (5z — 3)(6x — 2), zwei unterschied-
liche Interpretationen derselben Struktur az? + bx + ¢ sind. Dies macht noch
deutlicher, dass fiir Hoch und Dreyfus die Struktur einem Aufgabentyp ent-
spricht und dass sie daher als mathematische Eigenschaft verstanden wird,
die dem Ausdruck zugeordnet ist (analog zu den Ansétzen von Kieran (1989)
und Malle (1993)).

Der Begriff des Strukturblicks findet auch aufserhalb des Umgangs mit dem
formalen algebraischen Kalkiil Anwendung. Beispielsweise nutzt ihn Liiken
(2012) zur Untersuchung davon, wie Schulanfinger Muster und Strukturen
erkennen. Und Janssen (2012) thematisiert den Strukturblick beim Aufstellen
von Gleichungen, die reale Situationen modellieren. Insbesondere fragt er nach
der Forderung des Strukturblicks im alltdglichen Klassenunterricht der Sekun-
darstufe I. Wichtig scheint eine Eingrenzung der relevanten Einflussfaktoren
zu sein, wie etwa die Rolle des Struktursehens (Bikner-Ahsbahs, 2005).

Symbolblick

Der Begriff des Symbolblicks (symbol sense) ist eine Verallgemeinerung des
Zahlenblicks (Arcavi, 1994, 2005). Dabei ist der Begriff des Zahlenblicks in
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einem umfassenden Sinne wie etwa bei Rathgeb-Schnierer (2006) oder Schiitte
(2008) gemeint. Er umfasst also ein Wissen tiber Zahleigenschaften und -be-
ziehungen, Aufgabeneigenschaften und -beziehungen sowie iiber Strategien.

Symbolblick meint mehr als Strukturblick. Der Symbolblick umfasst neben
dem flexiblen Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen auch funk-
tionale und anwendungsorientierte Aspekte von algebraischen Ausdriicken.
Trotz dieses breit gefassten Begriffs des Symbolblicks ist es erhellend, was Ar-
cavi dariiber im Hinblick auf das algebraische Umformen sagt. Anhand der
Gleichung Ziig = 2 illustriert er die Erwartung einer Person, welche versucht
,to ;read’ meaning into the symbols* (Arcavi, 1994, S. 27). Seines Erachtens
umfasst Symbolblick die Fahigkeit, diese Gleichung zu analysieren und so auf
verfithrende Standardverfahren wie das Wegmultiplizieren der Nenner verzich-
ten zu konnen. Nur Personen mit Symbolblick bemerken, dass der Zahler die
Halfte des Nenners ist und folglich die Gleichung gar keine Losung hat.

Diese Fahigkeit, zuerst die Gleichung anzuschauen und zu analysieren, oh-
ne sofort ein Verfahren anwenden zu wollen, kann als metakognitive Féahig-
keit verstanden werden. Damit stiitzt Arcavi einmal mehr die Aussagen von
Schoenfeld und Wenger im Abschnitt 1.2.3 iiber die Wichtigkeit von Planung
und Evaluation beim algebraischen Umformen.

Der Symbolblick ist ein umfassender Begriff. Er wird in verschiedenen An-
forderungsbereichen benétigt, beispielsweise auch bei der Arbeit mit CAS-
Rechnern. Pierce und Stacey (2001, 2002) bezeichnen diesen Teilbereich des
Symbolblicks als algebraischen Tiefenblick (algebraic insight). Er wird beno-
tigt beim Losen von algebraischen Problemen mithilfe eines CAS-Rechners,
sowohl beim rein algebraischen Arbeiten als auch beim Verbinden von alge-
braischen, numerischen und grafischen Darstellungen.

Die Rolle des Struktur- und Symbolblicks in dieser Arbeit

Mit den Begriffen des Struktur- und Symbolblicks wird das Strukturieren in
den Vordergrund gestellt. Damit geht eine Verschiebung des Fokus einher.
Nicht mehr das Umformen wird untersucht, sondern seine Voraussetzung, das
Strukturieren. Genau das ist das Thema dieser Arbeit.

In Kapitel 2 wird Strukturieren als ein Handeln begriffen werden: Einzelne
Teile eines Ausdrucks werden aufeinander bezogen, um im Sinne von Hoch
und Dreyfus den spezifischen Aufgabentyp kenntlich zu machen oder um im
Sinne von Arcavi relevante Verbindungen zwischen den einzelnen Teilen zu ex-
plorieren. Dieser Aspekt des Handelns wird wichtig werden hinsichtlich seiner
bedeutungskonstituierenden Wirkung. Zur Entwicklung der entsprechenden
Theorie werden semiotisch-pragmatische Anséitze genutzt. Im Folgenden Ab-
schnitt wird aufgezeigt werden, wie gegen Ende des zwanzigsten Jahrhunderts
die Begriffsbildung vermehrt mit solchen Ansétzen beschrieben wird und wie
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insbesondere die Bedeutung von Begriffen darin verortet wird, wie Personen
mit ihnen handeln.

1.2.6 Semiotische Ansatze

Mit einem algebraischen Ausdruck auf einem Blatt Papier liegen Zeichen vor.
Daher bieten sich Mittel der Semiotik, also der ,,Theorie der Zeichen* an, wenn
beschrieben und geklart werden soll, wie algebraische Umformungen erkannt
werden. Im Zentrum steht dann das extern Gegebene und nicht seine allfillig
interne Reprasentation.

Jeder semiotische Ansatz basiert auf der Unterscheidung zwischen Zeichen
und Bedeutung. Diese Unterscheidung ist eminent. Denn nur so kann man von
unterschiedlichen Bedeutungen — und nicht nur von der Bedeutung — desselben
Zeichens sprechen. Beispielsweise bedienen sich jene semiotischen Ansétze, die
den Werken von Charles S. Peirce folgen, dem semiotischen Dreieck, um sol-
che unterschiedlichen Bedeutungen erkliren zu konnen (fiir einen Uberblick
solcher Ansétze sei auf Hasemann, Hefendehl-Hebeker und Weigand (2006)
verwiesen). Abbildung 1.3 zeigt ein solches semiotisches Dreieck. Darin ist
das Zeichen als Stellvertreter zu verstehen, es vertritt den Sachverhalt (das
Objekt), um den es geht, respektive den, der mit dem Zeichen gemeint ist. Der
Interpretant entspricht der Interpretation, der ,Bedeutung” des Zeichens, die
ihm jene Person gibt, die das Zeichen gerade sieht. Die unterschiedlichen Wei-

Zeichen

L o
Objekt Interpretant

Abbildung 1.3: Das Semiotische Dreieck von Charles S. Peirce nach Hoff-
mann (2005, S. 41)

sen des Zusammenspiels von Zeichen, Objekt und Interpretant erkléaren die
unterschiedlichen Weisen, ,wie uns etwas gegenwértig sein kann“ (Hoffmann,
2006, S. 41), respektive, was ein bestimmtes Zeichen fiir eine Person bedeuten
kann. Beispielsweise kann dasselbe Zeichen die Funktion eines [kons, Indexes
oder Symbols haben, abhéngig von der Person. Ein algebraischer Ausdruck wie
2(x—4)+3(z—4) kann demnach von einer Person als Ikon verstanden werden.
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Das heifst, die dargestellte Zeichenreihe als Solches (als gedrucktes Schwarz auf
weifem Papier) ist wichtig — losgelost von algebraischen Regeln. Obiger Term
wird dann etwa als Term mit zwei gleichen Teilen (x — 4) oder als Term mit
einem Kreuz (dem Pluszeichen) interpretiert. Wird obiger Ausdruck hinge-
gen als Index begriffen, dann wird er so interpretiert, dass er auf etwas ver-
weist: auf das Ausmultiplizieren oder auf das Einsetzen von Zahlen etc. Die im
Ausdruck vorkommenden Zeichen kénnen schliefllich als Symbole aufgefasst
werden. Deren Gebrauch ist durch Konventionen geregelt, welche syntakti-
sche Regeln des Termaufbaus oder auch Rechengesetze wie Assoziativitét,
Kommutativitdt und Distributivitdt umfassen. Somit beschreiben ikonisch,
indexikalisch und symbolisch unterschiedliche Weisen, wie Personen Zeichen
interpretieren. Davis und McGowen (2001) gehen noch einen Schritt weiter.
Ihres Erachtens zeigt sich in der Entwicklung von algebraischer Expertise so
etwas wie eine Abfolge vom Tkon zum Index zum Symbol. Zusammenfassend:
Das semiotische Dreieck ermoglicht es, von der Bedeutung eines Zeichens fiir
eine Person zu sprechen und nicht nur von der Bedeutung eines Zeichens. Es
erlaubt eine Individualisierung davon, was ein vorliegendes Zeichen meint.

Hingegen ist das semiotische Dreieck ungeeignet, sobald die Bedeutung ei-
nes Zeichens sowohl von der Person als auch vom sozio-kulturellen Rahmen
abhéingen soll, in den sie eingebettet ist. Das macht etwa Radford (2003, S.
241) deutlich, indem er iiber semiotische Dreiecke wie in Abbildung 1.3 aus-
sagt: “Such semiotic triangles often isolate the subject, the object and the
act of symbolizing from the other individuals and their contextual activi-
ties.” Steinbring (2000) geht mit dem epistemologischen Dreieck einen ersten
Schritt in die Richtung des Einbezugs von Aspekten ins semiotische Dreieck,
die iiber jene Person hinausgehen, die gerade das Zeichen interpretiert. Sein
semiotischer Ansatz basiert auf Arbeiten von Ferdinand de Saussure — und
nicht von Charles S. Peirce. Steinbring wendet diese kommunikationstheoreti-
schen Ideen auf mathematische Zeichensysteme an. Insbesondere betont er die
Wichtigkeit des Referenzkontexts: Was eine Person mit einem mathematischen
Zeichen verbindet, hangt auch von kontextuellen Aspekten ab und nicht nur
von personalen. Somit wird die gegebene Situation wichtig und nicht nur die
Person, die in dieser Situation dem Zeichen begegnet. Sinngemafs entsprechen
die Ecken des epistemologischen Dreiecks jenen des semiotischen Dreiecks in
Abbildung 1.3, wo der Interpretant durch den Referenzkontext ausgetauscht
ist.

Seeger (2006) konstatiert einen Mangel an semiotischen Ansétzen, denen ei-
ne kulturelle Konzeption von Lernen unterliegt. Das epistemologische Dreieck
von Steinbring ist ein erster Schritt in diese Richtung. Fine noch konsequen-
tere Umsetzung dieses Programms legen in neuester Zeit sowohl Luis Radford
als auch die Forschungsgruppe aus Spanien um Carmen Batanero, Vicenc Font
und Juan D. Godino vor. Diese Arbeiten werden nun néher vorgestellt. Insbe-

22



1.2 Theoretische Sichtweisen

sondere wird dann die Bedeutung von Zeichen nicht mehr durch den Pol des
Objekts im semiotischen Dreieck bestimmt (Abbildung 1.3), sondern durch
die Personen, die das Zeichen gebrauchten, gebrauchen und gebrauchen wer-
den. Das heifst, die ,realistische/objektivistische Sicht auf die Objekte der
Mathematik (Dérfler, 2010, S. 26) wird aufgehoben.

Semiotisch-pragmatische Ansitze

Was ein Zeichen fiir eine Person bedeutet, kann sowohl von ihr selbst als
auch von den sozial verankerten Verwendungsweisen des Zeichens bestimmt
sein. Entsprechende semiotische Ansétze wurden gegen Ende des zwanzigsten
Jahrhunderts entwickelt. Die meisten dieser Ansétze beschreiben den Um-
gang mit beliebigen mathematischen Zeichen und fokussieren nicht speziell
auf algebraische Zeichen. Eine Ausnahme bilden die Studien von Luis Rad-
ford, die mehrheitlich den Aspekt des Verallgemeinerns unter Nutzung der
algebraischen Sprache thematisieren. Daher werden im Folgenden vor allem
seine Arbeiten ins Zentrum gestellt.

Ein Individuum lernt die Algebra, indem es in die mathematische Kultur
der Verwendung der algebraischen Zeichen eingefiihrt wird. Dahinter steht bei
Radford die Vorstellung, dass das Arbeiten mit algebraischen Zeichen durch
eine historisch gewachsene Kultur bestimmt ist. Lernende miissen daher befé-
higt werden, an dieser kulturellen Praxis teilzunehmen. Diese Préamisse geht
auf Wittgenstein (1974) zuriick und liegt den meisten aktuellen semiotischen
Ansétzen zugrunde (Arzarello et al., 2008; Font, Godino & Gallardo, 2013;
Godino & Batanero, 1998, 2003; Godino, Batanero & Font, 2007; Hoffmann,
2005; Hoffmann & Roth, 2004; Radford, 2000, 2002, 2003, 2010a; Santi, 2011).
Der Ansatz von Radford ist insofern umfassend, da er nicht nur den geschrie-
benen Zeichen eine semiotische Funktion zuerkennt, sondern allgemein allen
semiotischen Mitteln der Objektifizierung (semiotic means of objectification,
Radford, 2003, S. 41) wie Worter, Zeichen, Gestiken, rhythmische Bewegun-
gen. Mit diesen semiotischen Mitteln driicken Personen etwas aus und daher
behandelt sie Radford in seinem Ansatz wie Zeichen. Aus diesem Grund ist
die Sichtweise von Radford eine semiotische. Zudem ist es eine pragmatische
Theorie, weil er die Bedeutung dieser semiotischen Mittel — nach Wittgenstein
— in ihrem Gebrauch fundiert. Die semiotische Funktion versteht Radford so,
dass sie beispielsweise den algebraischen Zeichen spezifische Verwendungs-
weisen zuordnet, in die die genannten semiotischen Mittel involviert sind. In
den Handlungen respektive Tétigkeiten mit diesen semiotischen Mitteln ma-
nifestiert sich, als was die Personen die algebraischen Zeichen behandeln, wie,
wann und wozu sie diese verwenden und gebrauchen. , There is a theoreti-
cal shift from what signs represent to what they enable us to do* (Radford,
2000, S. 241). Damit grenzen sich sein Ansatz und alle andern semiotisch-
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pragmatischen Ansétze von der Kognitionspsychologie ab. Denn diese ver-
steht die semiotische Funktion so, dass sie den algebraischen Zeichen interne
Modelle zuordnet.

Zur Illustration sei ein Beispiel von Radford (2003) etwas genauer vorge-
stellt. In dieser Studie wird untersucht, wie Schiilerinnen und Schiiler der
Jahrgangsstufen 8 bis 10 die folgenden Aufgaben bearbeiteten (vgl. Abbil-
dung 1.4):

Figur 1 Figur 2 Figur 3

Vo A\ANLY

Abbildung 1.4: Mit Zahnstocher gelegte Dreiecke, die aneinander gereiht
werden (nach Radford, 2003, S. 45)

a) Wie viele Zahnstocher bendtigt man zur Herstellung von Figur 57 Wie
viele fiir Figur 257

b) Erklidre, wie du die Anzahl Zahnstocher fiir eine beliebige Figur finden
kannst.

c¢) Schreibe eine mathematische Formel zur Berechnung der Anzahl Zahn-
stocher von Figur n auf.

Zur Bewiéltigung einer solchen Aufgabe miissen die Schiilerinnen und Schiiler
die gegebene Situation verallgemeinern. In Radford (2003, 2010b) sind drei
empirisch identifizierte Typen des Verallgemeinerns vorgestellt. Diese sind als
drei Typen von verallgemeinernden Aktivitdten aufzufassen. Sie driicken je-
weils aus, was die entsprechenden Zeichen fiir die Schiilerinnen und Schiiler in
der jeweiligen Situation bedeuten. Bei diesen drei Typen handelt es sich um die
faktische (factual), kontextuelle (contextual) und symbolische (symbolic) Ver-
allgemeinerung. Typische Beispiele von faktischen Verallgemeinerungen sind
Aussagen wie , Es ist immer das nichste” und ,,1 plus 2, 2 plus 3“ begleitet von
rhythmischen Bewegungen mit der Hand bzw. mit dem Kopf. Beide Beispiele
meinen je einen Abzdhlvorgang zur Bestimmung der Anzahl Zahnstocher der
Figur 25. Die Beschreibung des jeweiligen Vorgangs orientiert sich stark am
Abzéahlvorgang selbst und bewegt sich insofern auf der gleichen Abstrakti-
onsstufe. Sobald die Abstraktion eine Stufe hoher ist, handelt es sich um eine
kontextuelle Verallgemeinerung. Hierbei meint zum Beispiel eine Wendung wie
,Du addierst die Figur und dann die ndchste* mehr als einen Abzéahlvorgang.
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Sie zeigt auf, wie man von einer beliebigen Figur die Anzahl der Zahnsto-
cher bestimmen kann, ohne sie faktisch abzuzdhlen. Allerdings benutzt diese
Beschreibung noch Worte, deren Bedeutung stark an den Kontext gebunden
ist. Erst wenn man fahig ist, die kontextuell gebundene Vorschrift zur Bestim-
mung der Anzahl der Zahnstocher auf die symbolische Ebene zu transferieren,
hat man eine symbolische Verallgemeinerung vor sich liegen. Diese wire etwa
durch die Angabe des algebraischen Ausdrucks n + n + 1 gegeben.

Insgesamt stellt Radford drei Typen von Aktivitdten dar, in die unter-
schiedliche semiotische Mittel der Objektifizierung involviert sind. Je nach
Typ entspricht der Umgang mit den entsprechenden semiotischen Mitteln ei-
ner anderen Aktivitdt und damit einer anderen Bedeutung der Anzahl der
Zahnstocher. Es handelt sich in diesem Sinne um drei Stufen der Algebraisie-
rung. Sie beschreiben Aktivitaten, die dhnlich zur Abfolge der vier Stufen des
Darstellens in Fischer, Hefendehl-Hebeker und Prediger (2010) sind — auch
wenn diese Autorinnen nicht den theoretischen Rahmen von Radford zur Ar-
gumentation nutzen.

Radfords Beispiel zeigt, wie die Schiilerinnen und Schiiler zwei unterschied-
liche semiotische Systeme miteinander verbinden: Einerseits geometrische An-
ordnungen (Abbildung 1.4), andererseits algebraische Zeichen. Das ist ein Bei-
spiel einer Konversion (conversion) im Sinne von Duval (2006). Die Schiile-
rinnen und Schiiler miissen hierbei realisieren, dass zwei unterschiedliche Dar-
stellungen ein und dasselbe mathematische Objekt meinen (im obigen Fall:
die Anzahl Zahnstocher). Genau zur Erkldrung solch anspruchsvoller Uberset-
zungsprozesse sind solch semiotisch-pragmatische Modelle entwickelt worden.
Konsequenterweise wurden sie bislang eher selten in Fallen wie dem kalkiilori-
entierten Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen angewendet,
wo es um Handhabungen (treatments, ebd.) geht, also um Transformationen
innerhalb desselben semiotischen Systems, ndmlich des algebraischen Zeichen-
systems.

Die Rolle der Semiotik in dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit folgt semiotisch-pragmatischen Ansétzen. Die semioti-
sche Funktion ist wichtig, da es um die Lesarten eines algebraischen Ausdrucks
geht: Wie interpretiert eine Person die Zeichen in einem algebraischen Aus-
druck? Welche Verbindungen zwischen den Zeichen stellt sie her, damit der
Ausdruck fiir sie Sinn macht, damit sie Umformungen daraus folgern kann?
Die pragmatische Sichtweise wird eingenommen, da das Erkennen von Um-
formungen als Zuweisen von Bedeutung konzipiert wird. Das Strukturieren
ist die Art und Weise, wie eine Person sich die Bedeutung eines Ausdrucks
erarbeitet.

Konsequenterweise wird weniger mit dem Konzept des semiotischen Drei-
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1 FEinleitung

ecks, des epistemologischen Dreiecks, der ikonischen, indexikalischen und sym-
bolischen Sichtweise argumentiert. Vielmehr werden pragmatische Begrifflich-
keiten wichtig, etwa implizite Normen und soziale Praktiken. Diese werden im
Kapitel 2 eingefiihrt.

1.2.7 Fazit

Der dargestellte Uberblick offenbart jene Sichtweisen, die bislang schwerpunkt-
méakig an das Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen herange-
tragen wurden. Sie werden nun hinsichtlich ihrer Relevanz fiir die vorgelegte
Arbeit restimiert:

26

1. Mit dem Assoziationismus (Abschnitt 1.2.1) und den Prozess-Modellen

(Abschnitt 1.2.3) sind Sichtweisen vorgestellt, bei denen das Erkennen
von Umformungen einzig durch typische Merkmale des vorgelegten al-
gebraischen Ausdrucks bestimmt ist. Den Merkmalen sind entsprechen-
de Umformungen zugeordnet. Diese Perspektive wird in dieser Arbeit
nicht eingenommen. Denn es wird davon ausgegangen, dass auch die
Verbindungen zwischen den einzelnen Merkmalen (respektive der Zei-
chen) wichtig sind und nicht allein die einzelnen Merkmale (respektive
Zeichen). Entsprechend wird das Erkennen einer Umformung als Pro-
zess des Strukturierens begriffen und nicht allein als Detektieren eines
spezifischen Merkmals.

. Mit der Gestaltpsychologie (Abschnitt 1.2.2) und dem Begriff der al-

gebraischen Struktur (Abschnitt 1.2.4) sind Sichtweisen vorgestellt, bei
denen eine Umformung aufgrund der Struktur des algebraischen Aus-
drucks erkannt wird — und nicht allein aufgrund eines Merkmals. Damit
werden Verbindungen zwischen den Zeichen eines algebraischen Aus-
drucks wichtig. Die vorgelegte Arbeit folgt diesem Ansatz. Sie geht aber
dariiber hinaus, indem sie den Begriff der Struktur individualisiert.

. Die Struktur wird in der bestehenden mathematikdidaktischen Literatur

als Eigenschaft des Ausdrucks begriffen und unabhéngig von der Person,
die gerade strukturiert, konzipiert (Abschnitte 1.2.2 und 1.2.4). Ein sol-
cher Begriff der Struktur gehort zur Theorie der Mathematik, mit ihm
wird ein mathematischer Sachverhalt ausgedriickt. Zur Beschreibung in-
dividueller Denkprozesse ist aber ein Begriff aus der Praxis der Mathe-
matik niitzlicher. Insbesondere ist die Struktur eines algebraischen Aus-
drucks als abhéngig von personalen Bedingungen zu begreifen. Das wird
in Kapitel 2 zur Strukturierung eines algebraischen Ausdrucks fiihren.
Eine wesentliche Aufgabe dieser Arbeit ist die Entwicklung und Fun-



1.2 Theoretische Sichtweisen

dierung dieses Begriffs. Insbesondere wird zu klaren sein, wie personale
Bedingungen eine hergestellte Strukturierung pragen.

Sowohl mit dem semiotischen als auch dem epistemologischen Dreieck
(Abschnitt 1.2.6) sind Sichtweisen vorgestellt, welche den Einbezug von
personalen Aspekten beim Strukturieren vorsehen. Auch unterschiedli-
che Stufen eines Strukturblicks (Abschnitt 1.2.5) betonen die personale
Bedingtheit des Strukturierens. Wegen dem nun folgenden vierten Punkt
nimmt die vorgelegte Arbeit aber eine andere Sichtweise ein.

4. Die Struktur eines algebraischen Ausdrucks wird nicht nur als abhédngig
vom Ausdruck und vom Individuum konzipiert, sondern auch vom Kon-
text. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit semiotisch-pragmatische
Sichtweisen wichtig, wie sie in Abschnitt 1.2.6 dargestellt sind. Die in
Kapitel 2 zu definierende Strukturierung eines Ausdrucks wird also eine
Funktion des Ausdrucks, der strukturierenden Person und des Kontexts
sein. Die zu entwickelnde Theorie muss daher die Abhéngigkeit von die-
sen Einflussfaktoren (er)kldren konnen.

Der Uberblick fithrt zur Formulierung erster Festlegungen, die aufgrund der
referierten Literatur als plausibel erscheinen. Damit wird auch deutlich, in-
wiefern die vorgelegte Arbeit bestehende Arbeiten nutzt und ergénzt. Hervor-
zuheben ist hierbei vor allem, dass Strukturieren offenbar ein Prozess ist. Die
Forschung im Umfeld der Prozess-Modelle (Abschnitt 1.2.3) belegt eindriick-
lich, dass algebraisches Umformen als Problemlosen aufgefasst werden kann.
Dem Erkennen einer Umformung geht eine Analyse voraus. Diese schliefst eine
Untersuchung des vorgelegten algebraischen Ausdrucks ein, insbesondere auch
Konsequenzen, die sich aus verworfenen Umformungen des Ausdrucks erge-
ben. Entsprechend wird in den folgenden Kapiteln auch das Vornehmen von
Strukturierungen als Prozess begriffen werden, bei dem analysiert wird, wie
die einzelnen Zeichen in einen Zusammenhang gebracht werden kénnen. Dem
semiotisch-pragmatischen Ansatz folgend werden insbesondere Handlungen
angegeben, die Teil dieses Strukturierungsprozesses sind, in denen sich also
das Strukturieren manifestiert und somit der Beobachtung zugénglich wird.
Eine zentrale Frage wird sein, welche Rolle bei diesem Prozess des Struktu-
rierens die Verfahren spielen. Einerseits betonen Thorndike et al. (1926) die
Wichtigkeit von Verfahren beim algebraischen Umformen (Abschnitt 1.2.1).
Verfahren kénnen das Strukturieren der algebraischen Ausdriicke bestimmen,
indem ein Ausdruck so strukturiert wird, dass das Verfahren ausgefiihrt wer-
den kann. Andererseits liegt fiir die Gestaltpsychologie das Wesentliche in den
inneren Beziehungen eines Ausdrucks, Verfahren sind vorerst sekundar (Ab-
schnitt 1.2.2). Durch das (Um)Strukturieren wird der Beitrag der Teile des
algebraischen Ausdrucks fiir das Ganze sichtbar. Erst aus solchen Beziigen ge-
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nerieren sich dann Umformungen. Diese scheinbare Dichotomie wird in dieser
Arbeit als Unterscheidung zweier Lesarten des Ausdrucks interpretiert wer-
den. Die eine dient der Ausfithrung von Verfahren, die andere deren Bildung.

Strukturieren als Prozess zu verstehen, wird das eine sein. Das andere wird
sein, was bei diesem Prozess mit ,Strukturieren* gemeint sein kann. Dazu wird
in Anlehnung an gestaltpsychologische Ideen in Kapitel 2 Strukturieren als ein
Aufeinanderbeziehen von Teilen eines algebraischen Ausdrucks definiert wer-
den. So wird deutlich werden, dass eine Person, die gerade strukturiert, die
einzelnen Zeichen eines Ausdrucks miteinander zu verbinden (ver)sucht. Dabei
legen die mathematikdidaktischen Arbeiten der letzten Jahrzehnte zum Struk-
turieren algebraischer Ausdriicke vielerlei Aspekte nahe, die beim Herstellen
solcher Verbindungen eine Rolle spielen werden: Wie werden die dargestellten
Operationen behandelt? In welche Teile wird der Ausdruck aufgeteilt? Welche
Eigenschaften der Teile werden wie genutzt? Welche Verfahren sind wichtig
und wie leiten sie das Strukturieren? Die Beantwortung solcher Fragen wird
mit den empirischen Studien (Kapitel 4 und 5) zu verfolgen sein.

Die theoretische Sichtweise der vorgelegten Arbeit wird eine semiotisch-
pragmatische sein (Abschnitt 1.2.6). Daher wird in Kapitel 2 der Prozess
des Strukturierens wie folgt konzipiert werden: Eine Person, die einen Aus-
druck strukturiert, verbindet durch diesen Prozess die Zeichen so, dass der
Ausdruck fiir sie etwas bedeutet. Allerdings wurden bislang die entsprechen-
den semiotisch-pragmatischen Theorien vor allem zur Untersuchung von Kon-
versionen, also Ubergéingen zwischen verschiedenen Darstellungssystemen ge-
nutzt. Die vorgelegte Arbeit will daher aufzeigen, wie sich die entsprechenden
Ansétze auf die Beschreibung von Umformungen innerhalb desselben Darstel-
lungssystems, namlich des algebraischen, tibertragen lassen.

28



2 Entwicklung der Theorie

In diesem Kapitel wird eine Theorie der Strukturierung eines Terms respektive
einer Gleichung entwickelt. Dabei wird eine semiotisch-pragmatische Sichtwei-
se eingenommen. Strukturieren wird daher als Handeln begriffen werden und
es wird sich in diesem Handeln die Bedeutung des Terms respektive der Glei-
chung manifestieren. Die Wahl dieser Sichtweise soll nun gleich zu Beginn
begriindet werden. Drei Punkte sind ausschlaggebend:

1. Die Leitfrage der vorgelegten Arbeit ist: Wie erkennen Personen in al-
gebraischen Ausdriicken Umformungen? Die Untersuchung dieser Frage
beginnt ganz am Anfang, beim algebraischen Ausdruck. Dieser liegt in
der Form einer Zeichenreihe vor. Dorfler (2006a, S. 210) spricht bei-
spielsweise von einer ,Inskription“, Brunner (2013) erinnert daran, dass
es sich hierbei um ein Token (und vorerst nicht um einen Typ) handelt.
Auf dem Papier ist etwas Geschriebenes vermerkt, also etwas Materi-
elles und nicht etwa eine abstrakte Entitat. Bei diesen Zeichen wird
begonnen. Was macht eine Person mit ihnen? Was fallt ihr auf? Wor-
auf achtet sie? Was kommt einer Person beim Betrachten dieser Zeichen
in den Sinn? Wozu veranlassen die Zeichen die Person? Das sind se-
miotische Fragen. Denn im Zentrum steht das (externe) Zeichen und
nicht etwa seine interne Représentation. Entsprechend folgt die vor-
gelegte Arbeit einem semiotischen Ansatz und zwar einem semiotisch-
pragmatischen, wie sich aus Punkt 2 ergibt. Allgemein werden semioti-
sche Fragen in der Mathematikdidaktik seit etwa 1980 breit diskutiert
(Hasemann, Hefendehl-Hebeker & Weigand, 2006; Hoffmann 2005; Ka-
dunz, 2010; Séenz-Ludlow, Presmeg, 2006).

2. Die empirischen Studien (Kapitel 4 und 5) sollen beschreiben, wie die
Personen mit den algebraischen Zeichen handeln, wiahrend sie sich einen
Reim auf die Zeichenreihe machen. Es soll erhoben werden, wie Perso-
nen die einzelnen Zeichen des algebraischen Ausdrucks beim Struktu-
rieren gebrauchen. Es geht also um den Zusammenhang zwischen den
Zeichen und den Handlungen, die ihr Verstehen ermoglichen. Daher
bietet sich eine Sichtweise an, welche solche Handlungen mit Zeichen
respektive Handhabungen von Zeichen als basale Elemente und nicht
blof als Begleit- oder Folgeerscheinung anderer Elemente postuliert. Die
semiotisch-pragmatische Sichtweise erfiillt diesen Anspruch.
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Die Verwendung einer pragmatischen Sichtweise ist in der Mathema-
tikdidaktik nicht neu. Semiotische Betrachtungen (Godino & Batanero,
1998; Meyer, 2010; Radford 2000) sowie diskursive Studien (Krumm-
heuer, 1995; Sfard, 2008; Voigt, 1984) basieren auf einem pragmatischen
Bedeutungsbegriff. Epple (1994) gibt zudem eine Ubersicht iiber die
Verwendung eines pragmatischen Bedeutungskonzepts in philosophisch
orientierten Untersuchungen zur Mathematik(didaktik).

3. Diese Arbeit soll eine Grundlage fiir die Entwicklung von fundierten Ide-
en und Hilfestellungen fiir den Algebraunterricht sein, das heifst, vor lau-
ter Zeichen und Handlungen soll der Unterricht nicht vergessen werden.
Und Mittelpunkt jeglichen Unterrichts ist die Kommunikation zwischen
Lehrenden und Lernenden. Aus diesem Grund folgt die vorgelegte Ar-
beit einer Sichtweise, die sich fiir die Untersuchung der Forschungsfrage
und die Erkldrung von Kommunikationsprozessen eignet. Die semiotisch-
pragmatische Sichtweise leistet das. Denn sie bezieht die soziale Dimen-
sion (Brandom, 2000) der Kommunikation mit ein, respektive schafft
eine Art geteilte Intentionalitit (shared intentionality, Tomasello et al.,
2005): Eine Person kann nur darum mit einer anderen kommunizieren,
weil sie dieser dieselbe Art von Intentionalitdt zuweist, wie sie selbst
besitzt.

Ein Kommentar sei hier erlaubt. Jede Wahl der theoretischen Sichtweise ist
nebst Griinden der Angemessenheit immer auch bestimmt durch die Perso-
nen, welche die Forschung konzipieren, durch ihre Vorlieben, Erfahrungen und
biografischen Stationen sowie durch den Kontext, in dem sich diese Personen
befinden (Feyerabend, 1976). So bin beispielsweise ich in meinem wissenschaft-
lichen Werdegang stark konfrontiert worden mit Literatur zur analytischen
Philosophie und Sprachpragmatik etwa im Rahmen der Fundierung des Dia-
logischen Lernens. Zweitens sind semiotisch-pragmatische Studien aktuell in
der Mathematikdidaktik mafgeblich an der Fundierung des Umgangs mit Zei-
chen beteiligt. Meines Erachtens haben auch diese personalen und kontextu-
ellen Bedingungen zur Wahl der theoretischen Sichtweise beigetragen.

2.1 Regeln und ihre Anwendung

Das Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen kann als Schlussfol-
gern in einem Kalkiil begriffen und somit mathematisch formalisiert werden.
Ein solcher Kalkiil legt zweierlei fest. Erstens definiert er, was als algebraischer
Ausdruck gilt und was nicht. Zweitens bestimmt er, welche Umformungen er-
laubt sind und welche nicht. In diesem Sinne regelt er die Korrektheit der
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Darstellung und ihrer Umformungen. Genau das charakterisiert die Mathe-
matik: Was korrekt oder inkorrekt ist, kann mittels einem Kalkiil bestimmt
werden. Ein Beispiel eines algebraischen Kalkiils wird unten im Abschnitt
2.1.1 gegeben.

Der Abschnitt 2.1.2 wird dann aufzeigen, dass dieser Kalkiil die Korrekt-
heit festlegt, nicht aber, wann welche Regel angewendet werden soll. Das heifst,
die Frage nach der Anwendung der Regeln lasst sich nicht durch Angabe ei-
nes Kalkiils beantworten. Ganz allgemein fallen in der Mathematik Fragen
nach der Heuristik, nach Giitekriterien gelungener Definitionen oder gar da-
nach, was als ,trivial® gilt, aufserhalb jeglichen Kalkiils. Solche Fragen konnen
nicht wiederum durch Angabe eines endlichen Sets von weiteren Regeln ex-
plizit geregelt werden. Vielmehr sind solche Fragen durch implizite Normen
bestimmt. Dabei sind mit impliziten Normen* die Gepflogenheiten respektive
stillschweigenden Regelhaftigkeiten gemeint, die den Praktiken der Mathema-
tikerinnen und Mathematiker innewohnen. Indem die vorgelegte Arbeit das
mathematische Arbeiten als solch implizit normative Praxis begreift, folgt sie
Arbeiten wie etwa Bauersfeld (1983), Brandom (2000), Ernest (1998), Godino
und Batanero (1998), Lerman (2001), Radford (2000), Sfard (2008), Wittgen-
stein (1974).

2.1.1 Ein algebraischer Kalkiil

Ein algebraischer Kalkiil besteht aus einem Alphabet, Regeln fiir den Aufbau
von algebraischen Ausdriicken, Regeln fiir ihre Darstellung sowie Regeln fiir
das Umformen von algebraischen Ausdriicken.

Das Alphabet des algebraischen Kalkiils ist gleich der Menge von Symbo-
len, mit denen Terme und Gleichungen formuliert werden diirfen. Es umfasst
Variablen, Operationszeichen, das Gleichheitszeichen und auch Klammersym-
bole. Die Regeln fiir den Aufbau algebraischer Ausdriicke legen fest, wie Terme
und Gleichungen gebildet werden kénnen. Diese Regeln werden typischerweise
in der Form von induktiven Definitionen gegeben. Zum Beispiel ist (A + B)
ein Term, wenn A und B Terme sind. Die Gleichungen sind schlicht als A = B
definiert, wenn A und B Terme sind.

Mit dem Alphabet und den Regeln fiir den Aufbau ist formal festgelegt, wel-
che Zeichenreihe ein algebraischer Ausdruck ist und welche nicht. Insbesondere
ist auch die Darstellung, also die Schreibweise, festgelegt. Beispielsweise wird
(2 + ) geschrieben und nicht +(2,z). Oder ein Symbol fiir eine zweistellige
Operation wird typischerweise zwischen und nicht — wie etwa in der Analysis
iblich — vor seinen Argumenten geschrieben. Oftmals kommen aber Regeln fir
die Darstellung algebraischer Ausdriicke hinzu, die eine schlankere Schreibwei-
se ermoglichen. Ein zentrales Beispiel ist die Hierarchie der Operationen, die
das Weglassen vieler Klammern erlaubt. Statt (2+(z+vy)) kann dann 2+x+y
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und statt (2+ (z-y)) kann 2 4 x - y geschrieben werden. Ein anderes Beispiel
ist das Weglassen des Multiplikationszeichens, was schlieflich fiir 2 4z - y die
Schreibweise 2 + zy erlaubt.

Es gibt unterschiedliche algebraische Kalkiile, darauf soll hier hingewiesen
werden. Typischerweise unterscheiden sich diese nur in der Darstellung der
Ausdriicke. Obig eingefiihrter Kalkiil liefert die Schreibweise der Schulalgebra.
Moglich wiren aber auch funktionale Schreibweisen oder Baumdiagramme,
wie in Abbildung 2.1 gezeigt ist. Gerade der Vergleich dieser drei Darstellun-

~ * ~
2x+2)+3(x+2) +(*(2, +(x, 2)), (3, +(x, 2))) '\ Y "~
2 + 3 +
7\ /
X 2 X
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2

Abbildung 2.1: Drei unterschiedliche Darstellungen desselben Terms: Stan-
dardschreibweise, funktionale Schreibweise, Baumdiagramm.

gen desselben Terms belegt, wie Regeln fiir den Aufbau von Termen immer
auch deren Darstellung bestimmen.

Schlieflich sind Regeln fiir das Umformen algebraischer Ausdriicke formu-
liert. Damit sind Regeln fiir Aquivalenzumformungen von Gleichungen ge-
meint, aber auch Rechengesetze wie Kommutativ-, Assoziativ- oder Distri-
butivgesetz. Durch solche Regeln ist festgelegt, welche Umformungen korrekt
und welche nicht korrekt sind. Zu beachten ist, dass Rechengesetze als Glei-
chungen dargestellt sind. In diesem Sinne bestimmt der jeweilige algebraische
Kalkiil auch die Schreibweise seiner algebraischen Gesetze.

2.1.2 Implizite Normen

Obige im Abschnitt 2.1.1 vorgestellte Regeln bestimmen, ob ein algebraischer
Ausdruck korrekt aufgebaut ist und ob er korrekt umgeformt wurde. Sie lie-
gen in einem solchen Sinne explizit vor, dass sie im Prinzip eine maschinelle
Uberpriifung der Korrektheit ihrer Anwendung ermdéglichen. Solche Normen
werden hier als Regeln bezeichnet. Die meisten Normen der Mathematik kon-
nen nun aber nicht in diesem Sinne als Regeln vollstandig explizit gemacht
werden (Brandom, 2000; Breger, 1990, 1992; Riiede, 2009). Brandom (2000)
spricht dann von impliziten Normen oder von praktischen Richtigkeiten, Sfard
(2001, 2008) von Metaregeln (metarules). Implizite Normen sind also jene Nor-
men, die nicht vollstiandig — sondern nur teilweise — explizit gemacht werden
koénnen.

Diese impliziten Normen regeln das mathematische Arbeiten. Das umfasst
erstens die Frage nach der situativ angemessenen Anwendung von Regeln zur
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Bearbeitung von Problemstellungen wie etwa das Vereinfachen von Termen
und Losen von Gleichungen. Hier sind auch Fragen der Verfahrensausfiih-
rung und Heuristik angesprochen. Zweitens umfasst das mathematische Ar-
beiten auch Fragen wie jene nach der Asthetik von Beweisen oder jene nach
der Brauchbarkeit und Zweckmafigkeit von Definitionen und mathematischen
Strukturen (Breger, 1990, 1992; Heintz, 2000), das heifst, die impliziten Nor-
men sind jene Regelhaftigkeiten, denen ein Mathematiker folgt, wenn er ma-
thematisch angemessen handelt. In diesem Sinn ist das mathematische Arbei-
ten im Impliziten fundiert. Insbesondere fundiert das Implizite das Explizite
und nicht umgekehrt, das heifst: Das ,Wissen, dass” wird in Begriffen des ,Wis-
sen, wie* erklart. Zur Vermeidung von Missverstéandnissen sind zwei Punke zu
betonen, die mit diesem Sachverhalt in Zusammenhang stehen. Erstens wird
der Begriff der impliziten ,Norm“ in semiotisch-pragmatischen Sichtweisen
nicht im Sinne einer Vorschrift, also nicht im Sinne einer schriftlich vorliegen-
den Handlungsanweisung benutzt. Denn dann kénnten die impliziten Normen
ja vollstdndig explizit gemacht werden. Gerade das ist nicht der Fall. Zweitens
ist eine Regel blof der verbale Ausdruck einer impliziten Norm. Diese war vor
der Regel. Insofern erkldrt die Regel nicht etwas, sondern sie driickt etwas
aus. Das hat beispielsweise auch Auswirkungen darauf, was es heifst, ob eine
Regel wahr ist oder nicht (Brandom, 2000).

Die impliziten Normen bestimmen also die Anwendung einer algebraischen
Regel in dem Sinne, dass sie (implizit!) festlegen, wann eine Regel wie ange-
wendet werden soll. Diese Festlegungen sind ja den obigen Regeln des algebrai-
schen Kalkiils nicht mitgegeben. Sie stecken aber implizit im mathematischen
Arbeiten. Es ist gerade Gegenstand des Algebraunterrichts, zu lernen, wann
diese Regeln wie anzuwenden sind. Dabei ist mit dem Wie der Anwendung
die Frage der korrekten Anwendung gemeint: Wie wende ich die Regel korrekt
an? In welchen Situationen darf ich sie iiberhaupt anwenden? (Um ganz prézis
zu sein: Explizit ist im algebraischen Kalkiil geregelt, ob eine Regel korrekt
angewendet wurde. Implizit ist geregelt, wie ich die Regel gebrauchen muss,
wie ich mit ihr umzugehen habe, damit ich sie korrekt — nédmlich so, wie es
gemeint ist — anwende.) Das Wann der Anwendung zielt hingegen auf das
Strategische, auf die Heuristik: Wann ist die Anwendung der Regel niitzlich?
Wann bringt sie einen Gewinn und wann nicht? Beispielsweise kann die Re-
gel korrekt angewendet sein, doch die Anwendung verkompliziert die Aufgabe
blof. Zur Ilustration seien zwei Beispiele gegeben.

1. Eine Regel fiir die Darstellung algebraischer Ausdriicke lautet: Bei a - b
kann das Malzeichen weggelassen und ab geschrieben werden.

Das Wie der Anwendung: Typischerweise wird bei dieser Regel nicht
gesagt, wie sie in Kombinationen wie a : b - ¢ zu verwenden ist: namlich
gar nicht. Denn a : b - c und a : bc meinen Unterschiedliches. a : b - ¢
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ist gleich (a : b) - ¢ und a : be gleich a : (b - ¢). Ebenso wird nicht auf
einen Fall wie 10 - % hingewiesen und daher verstehen manche Lernende
anfianglich unter 10% und 10 - % dasselbe.

Das Wann der Anwendung: Ein sichtbares Multiplikationszeichen kann
gemeinsame Faktoren betonen. Dafiir miissen die Schiilerinnen und Schii-
ler ein Gefiihl entwickeln. Muss beispielsweise ein Term wie cab+aca aus-
geklammert werden, ist ein explizites Multiplikationszeichen hilfreich,
weil es den gemeinsamen Faktor betont: ca - b+ a - ca.

2. Ein Rechengesetz fiir das Umformen algebraischer Ausdriicke lautet:
a(b+ ¢) = ab+ ac (Distributivgesetz).

Das Wie der Anwendung: Selten wird gesagt, dass hier das Pluszeichen
wesentlich ist. Daher findet man wahrend des Lernprozesses auch inkor-
rekte Umformungen wie von a(b-¢) zu ab-ac. Unklar ist zu Beginn auch
die Anwendung in Féllen wie b(a + b+ ¢) oder (2+ z)(1 — z).

Das Wann der Anwendung: Bei einer linearen Gleichung wie 7(16+3x) =
100—3(16+3z) ist die Anwendung des Distributivgesetzes unangemessen
(aber korrekt), um auf 112421z = 100—48—92 umzuformen. Wesentlich
geeigneter ist es, zuerst auf 10(16 + 3z) = 100 umzuformen und dann
das Distributivgesetz anzuwenden.

Selbstverstéindlich kann in obigen Situationen so reagiert werden, dass die ent-
sprechenden Regeln detaillierter — und damit expliziter — angegeben werden.
Doch erstens miissen auch diese Ergénzungen von den Lernenden verstanden
werden und zweitens lassen sich miihelos weitere Félle konstruieren, in denen
die Anwendung weiter gekldrt werden muss. Die Anwendung einer Regel ist
einfach nicht mit endlich vielen Worten — und daher nicht explizit — fiir die
unendlich vielen Anwendungssituationen zu regeln.

2.1.3 Soziale Normen

Implizite Normen haben eine soziale Dimension (Brandom, 2000; Wittgen-
stein, 1984). Sie legen fest, wie wir das Gegentiber zu behandeln haben, damit
wir seine Aussagen angemessen begreifen konnen. Wir miissen es namlich so
behandeln, wie es uns behandelt. Kommunikation gelingt nur dann, wenn je-
de Person die andere als intentionales Wesen versteht und so einen Raum
von geteilter Intentionalitét schafft. Daher sind die impliziten Normen immer
auch soziale Normen, da sie die gegenseitige Behandlungsweise bei Kommu-
nikationsprozessen festlegen und damit die Art und Weise der gegenseitigen
respektive interaktiven Wahrnehmungs-, Interpretations- und Verstehenspro-
zesse.
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Diese soziale Dimension wird unterschiedlich konzipiert. Allen Ansétzen ist
aber gemeinsam, dass das Soziale das Individuelle konstituiert und nicht um-
gekehrt. Seeger (2006, S. 269) spricht hier von einer Entwicklung, ,die vom
Sozialen zum Individuellen verlduft®, und bei Brandom (2000) ermoglicht erst
das Erkennen des Du die Konstitution des Ich. Das fiihrt zur Konzeption des
Lernens als Teilnahme an einer Kultur (Sfard, 1998), etwa als Teilnahme am
,sozial geteilten/teilbaren [diagrammatischen| Handeln“ (Dérfler, 2010, S. 27)
oder als Teilnahme an einer diskursiven Praxis (Sfard, 2008) — und nicht als Er-
werb von sprachlichen Féahigkeiten. Wo Sfard Akte des Sprechens hervorhebt,
beriicksichtigt Radford (1998, 2000) auch das Schreiben sowie Gestiken und
Bewegungen mit dem Korper oder ganz allgemein jegliche Formen der Hand-
lungen mit Zeichen. Dieser umfassende Begriff von Zeichen und ihrem Umgang
macht plausibel, warum Radford die soziale Dimension als eine sozio-kulturelle
konzipiert: Die entsprechenden Normen sind im Laufe der Kulturgeschichte ge-
wachsen. Beispielsweise wird das Erlernen der Anwendung der algebraischen
Regeln eine Einfiihrung der Lernenden in eine historisch gewachsene Kultur.
Die durch diese Kultur benutzten algebraischen Zeichen haben zweierlei Funk-
tionen. Einerseits erlauben sie dem Individuum, sich in die algebraische Praxis
einzubringen, andererseits konstituieren die Verwendungsweisen der algebrai-
schen Zeichen eine soziale Realitdt. So ist wohl Radford (2000, S. 241) zu
verstehen, wenn er festhélt, dass die Regeln das Individuum ,transzendieren®.

Erst die soziale Dimension der Normen macht die Anwendung von Regeln
iiberhaupt erlernbar. Denn diese Anwendung von Regeln kann nicht vollstéan-
dig explizit gemacht werden und folglich miissen sich die Lernenden an etwas
anderem als an Regeln orientieren, die beispielsweise schriftlich notiert sind.
Das Kollektiv der Mathematiker liefert diese Orientierung. Die Lernenden
werden durch die Lehrperson in Praktiken dieses Kollektivs eingefiihrt. Als
Vertreter dieses Kollektivs schétzt die Lehrperson ein, inwiefern eine Regel
von den Lernenden angemessen verwendet wird. So lernt man die Anwendung
der Regeln, das heifst, das Kollektiv ist das Korrektiv bei der Anwendung der
Regeln.

2.2 Strukturieren und Strukturierungen

In diesem Abschnitt wird der Schritt von der Struktur zur Strukturierung
vollzogen. Damit #ndert sich die Sichtweise: weg von der (objektiven) Ei-
genschaft eines algebraischen Ausdrucks, hin zur subjektiven Begegnung mit
dem Ausdruck. Die Mathematikdidaktik hat solche Individualisierungen ma-
thematischer Begriffe schon mehrfach betont. Es sei auf ein paar Beispiele
hingewiesen.

— Im deutschsprachigen Raum stellt Bauersfeld (1983) als einer der Ers-
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ten die individuellen Lernwege ins Zentrum. Er fiithrt die subjektiven
Erfahrungsbereiche ein zur Modellierung der individuellen Verarbeitung
menschlicher Erfahrung. Diese umfassen ,die Gesamtheit des als subjek-
tiv wichtigen Erfahrenen und Verarbeiteten, einschlieflich der Gefiihle,
der Korpererfahrung usw., also nicht nur die kognitive Dimension* (ebd.,

S. 2).

— Seit etwa 1980 interessieren sich viele empirische Studien fiir indivi-
duelle Sichtweisen auf mathematische Begriffe. Beispielsweise zeichnet
Hussmann (2002) nach, wie Schiilerinnen und Schiiler den Begriff des
Integrals individuell entwickeln. Rottmann (2006) erfasst das indivi-
duelle kindliche Verstandnis von ,die Halfte“ und ,das Doppelte, um
daraus Idealtypen zu bilden. Selter und Spiegel (1997) dokumentieren
individuelle Rechenwege von Kindern und Sébbeke (2005) beschreibt
unterschiedliche Ebenen der Strukturierungen von Punktfeldern, indem
sie Einzelfille darstellt.

— Besonders hinsichtlich des Unterrichts sind individuelle Denkprozesse
wichtig. Entsprechend macht die Mathematikdidaktik Vorschlage, wie
diese im Unterricht genutzt werden sollen. Ein allgemeines Unterrichts-
konzept stellt zum Beispiel das Dialogische Lernmodell dar (Gallin &
Hussmann, 2006; Ruf & Gallin, 1998). Vorschlidge zur Aktivierung und
Nutzung individueller Vorstellungen sind in Lengnink, Prediger und We-
ber (2011) gegeben und ein ganz spezifisches Unterrichtsinstrument ist
beispielsweise in Weber (2007, 2010) beschrieben: mathematische Vor-
stellungsiibungen. Spezifisch auf einen thematischen Bereich zugeschnit-
tene Umsetzungsideen sind etwa fiir die Arithmetik in Selter (1994) ent-
wickelt und fiir die frithe geometrische Férderung in Wollring (2006).

— Zur Beschreibung des Individuellen sind andere Begrifflichkeiten notig
als zur Beschreibung von Regularititen. Einen aktuellen Ansatz legt
Schacht (2012) vor. Er fiihrt das Instrument der individuell eingegange-
nen Festleqgungen ein. Die individuelle Begriffsentwicklung wird dann zur
individuellen Festlegungsentwicklung. Damit kann die Spannung zwi-
schen der individuellen Welt und dem normativen Status begrifflich ge-
fasst werden.

Im Folgenden wird nun die Individualisierung des Begriffs der Struktur zum
Begriff der Strukturierung beschrieben. Ausgangspunkt wird sein, dass der
Prozess des Strukturierens eine Téatigkeit und Strukturieren somit ein Handeln
ist.
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2.2.1 Definition einer Strukturierung

Der Mensch muss extern Gegebenes interpretieren. Er ist eben keine Maschi-
ne. Dabei ist mit ,Interpretieren” in dieser Arbeit ein ,Behandeln als* gemeint.
Dadurch wird die semiotisch-pragmatische Sichtweise hervorgehoben. Es wird
wichtig, zu welchen Handlungen die Personen durch die Zeichen befdhigt, und
nicht, wie die Zeichen von den Personen intern représentiert werden (Dérfler,
2006a, 2006b; Radford, 2000). Der Mensch muss also lernen, als was etwa ein
zu vereinfachender Term oder eine zu l6sende Gleichung zu behandeln ist.
Er muss lernen, Terme und Gleichungen zu strukturieren, um gewinnbringen-
de Umformungen zu erkennen und anzuwenden. Diese Weise des ,,Behandeln
als* wird nun als Strukturieren verstanden. Es ist in dieser Arbeit bestimmt
als ein Aufeinanderbeziehen von Teilen eines algebraischen Ausdrucks durch
eine Person und ist damit dhnlich konzipiert wie in gestaltpsychologischen
Sichtweisen (Abschnitt 1.2.2). In der Folge wird auch vom Herstellen von Be-
ziigen zwischen Teilen eines Ausdrucks gesprochen. Eine Strukturierung ist
dann als das Produkt dieses Prozesses definiert. Sie besagt, welche Teile eines
Ausdrucks wie aufeinander bezogen sind.

Wichtig an der Definition des Strukturierens und der Strukturierung ist die
Anbindung an eine Person. Es ist eine Person, die strukturiert und dadurch
eine Strukturierung herstellt. So kann die Individualitidt der strukturierenden
Tatigkeit einer Person eingefangen werden.

In den folgenden Kapiteln werden mehrere Strukturierungen vorgestellt.
Daher sei an dieser Stelle nur ein Beispiel zur Illustration angefiihrt, und zwar
jenes der Vereinfachung von 2w2f 5 — 2 5. Vorstellbar ist beispielsweise eine
erste Person, die den Ausdruck aufteilt in je einen Teil links und rechts des
Minuszeichens und ihn in der Folge als Differenz behandelt. In diesem Fall
bezieht die Person 2z2f2 und 2 - 5% so aufeinander, dass sie den ersten Teil
als Minuenden und den zweiten als Subtrahenden einer Subtraktion begreift.
Das wire die von der Person vorgenommene Strukturierung. Vielleicht ver-
sucht die Person in der Folge sogar die beiden Teile einander anzugleichen,
um einen Ausdruck der Form A — A zu erhalten. Denkbar ist eine zweite
Person, die die zweidimensionale Anordnung in Teile unterhalb und oberhalb
des Bruchstrichs aufteilt (ausgenommen der Vorfaktor 2), die beiden Nenner
aufeinander bezieht und erkennt, dass es dieselben sind. Eine mogliche Struk-
turierung besténde darin, dass die Person die Teile unterhalb des Bruchstrichs
je als Hauptnenner von zwei zu subtrahierenden Briichen behandelt. Eine Kon-
sequenz ware, dass die Person dann den Vorfaktor 2 zum x hochnimmt und
den Bruchstrich mental durchzieht. Schlieklich konnte eine dritte Person nur
auf den ersten Bruch fokussieren und diesen in einen Teil oben (2x) und zwei
Teile unten (2x und 2) aufteilen. Diese drei Teile wiirden dann nahezu wie drei
Ecken eines Dreiecks erscheinen. Indem die Person diese drei Teile aufeinander
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bezieht, erkennt sie vielleicht den gemeinsamen Faktor 2. Darin bestdnde der
Kern dieser dritten Strukturierung.

Diese drei Beispiele stellen jeweils genau eine Strukturierung vor, hergestellt
von einer Person. Es soll aber betont werden, dass im Laufe des Vereinfa-
chens eines Terms oder des Losens einer Gleichung mehrere Strukturierungen
nacheinander hergestellt werden. Schon vor der ersten Umformung stellt ei-
ne Person oftmals mehr als eine Strukturierung her, wie die Beispiele in den
Kapiteln 4 und 5 zeigen werden.

2.2.2 Beobachtbarkeit des Strukturierens

Eine Person, die strukturiert, handelt. Das ist der wesentliche Grund, warum
in dieser Arbeit Strukturieren gleich dem Aufeinanderbeziehen von Teilen des
Ausdrucks gesetzt wird. Denn, wer Teile in einem Ausdruck aufeinander be-
zieht, stellt Beziige her und handelt in diesem Sinne. Diese Konzeption des
Strukturierens als Handeln geht einher mit dem Ansatz von Radford (1998,
2000), der ganz allgemein das Denken als reflexive Tatigkeit (reflexive acti-
vity) konzipiert. Die Grundlage fiir diesen tatigkeitstheoretischen Ansatz von
Radford ist die Arbeit von Leontiev (1981).

Sind solche Handlungen des Strukturierens beobachtbar? — Die Antwort
fallt mehrheitlich negativ aus. Wenn eine Person still und regungslos einen
algebraischen Ausdruck anschaut und ihn dabei strukturiert, ist von auften
wenig zu beobachten. Allerdings kann das Strukturieren der Beobachtung
und somit der Empirie zugénglich gemacht werden. Das wird einerseits fiir
die Methode wichtig (Kapitel 3), andererseits aber auch unterrichtsrelevant
(Kapitel 7). Drei Beispiele, wo und wie sich Strukturieren in beobachtbaren
Handlungen manifestiert, seien nun genannt.

Selbstbericht

Eine Person kann dariiber berichten, worauf sie gerade schaut und welche
Teile des Ausdrucks sie aufeinander bezieht. Vergleicht sie dabei die linke
Seite mit der rechten? Schaut sie horizontal, vertikal oder diagonal? Spricht
sie von Vorfaktoren oder dariiber, was vorne und hinten steht? — In solchen
Aussagen driickt eine Person unter anderem aus, welche Geometrie (Fischer,
1984) respektive Form (Bergsten, 1999; Byers & Erlwanger, 1984) sie dem
Ausdruck zuweist, welche Anwendungen von Rechengesetzen sie darin erkennt
oder auch welche Eigenschaften ihr bei gewissen Teilen auffallen.
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Eine Fremdperspektive erfahren

Eine Person kann erfahren, wie jemand anders (beispielsweise eine Lehrper-
son) ihre hergestellten Bezlige einschétzt oder welche Beziige jemand anders
(beispielsweise eine Mitschiilerin) herstellt. Dies kann die Person sehen oder
horen. Dabei stellt die Person ebenfalls Beziige her, ndmlich um das Gesagte
respektive Gehorte zu verstehen. Vielleicht fragt die Person bei Unklarheiten
zuriick oder formuliert in ihren eigenen Worten, wie sie die andere Person
verstanden hat.

Bei diesen Handlungen ist die soziale Dimension der Normen direkt betei-
ligt. Die Einschétzungen einer zweiten Person sind der Anlass fiir das eigene
Strukturieren.

Sichtbarmachen

Eine Person kann mit ihren Fingern auf einzelne Teile im Ausdruck zeigen, sie
anfiarben, sie umkreisen, Pfeile zwischen einzelnen Teilen zeichnen oder einfach
zusatzliche Klammern zur Verdeutlichung setzen. Mit solchen Handlungen
macht die Person ihre hergestellten Beziige sichtbar.

2.2.3 Interne und externe Reprasentationen

Mit der Konzeption des Strukturierens als Handeln mit den Zeichen geht ei-
ne Auflésung der Trennung in externe und interne Représentation einher.
Der Fokus liegt ganz auf den externen Zeichen und ihren externen Verwen-
dungsweisen. Uber interne Représentationen wird nichts ausgesagt. Das ist
eine Folge der semiotisch-pragmatischen Sichtweise. In kognitionspsycholo-
gischen Ansétzen hingegen wird zwischen der externen Reprisentation (die
wahrnehmbar ist) und der internen (mentalen) Repréisentation unterschieden.
Wesentlich ist die interne Représentation, die externe ist blofs Ausdruck davon.
Interne und externe Représentation sind in der Regel durch eine Abbildungs-
funktion miteinander verbunden. Diese Abbildungsfunktion bildet auch die
internen Operationen auf die extern beobachtbaren Handlungen ab (Schnotz,
1988, 2005). Die allgemeine semiotische Frage nach der Beziehung zwischen
dem Zeichen und seinem Bezeichneten wird in der Kognitionspsychologie zur
Frage nach der Beziehung zwischen den externen und den internen Représen-
tationen, bei der semiotisch-pragmatischen Sichtweise ist es die Frage zwischen
dem (extern) gegebenen Zeichen und seiner (externen) Handhabung.
Radford (2000, S. 239) fiihrt zwei Griinde fiir seine Wahl einer semiotisch-
pragmatischen Sichtweise an. Erstens hat die Trennung in externe und in-
terne Représentation seines Erachtens einen reduktiven Charakter. Denn in
der Kognitionspsychologie ist die externe Repréasentation blofs ein Abbild der
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internen. Zweitens ist aus konzeptueller Warte unklar, von welcher Art die
Abbildungsfunktion ist, welche zwischen der internen und externen Reprasen-
tation vermittelt.

Indem die semiotisch-pragmatische Sichtweise ganz auf die externe Repra-
sentation fokussiert, riickt das Materielle des gegebenen Ausdrucks in den
Vordergrund. Es geht um die auf dem Blatt notierten Zeichen und die Art und
Weise, wie Personen mit ihnen (mathematisch) arbeiten. Aus diesem Grund
sprechen etwa Filloy und Rojano (1989, S. 20) beim algebraischen Umformen
davon, dass ,jit is necessary to operate on what is represented*. Damit beto-
nen die Autoren, dass mit den auf dem Papier notierten und wahrnehmbaren
Zeichen gearbeitet wird. Dafiir interessieren sich Filloy und Rojano und nicht
fiir die Art und Weise, wie allfillige interne Reprasentationen allfilligen in-
ternen Prozessen unterworfen sind. In den Worten von Dérfler (2006a, S. 210)
klingt dies so: ,Diagramme haben damit eine materielle, wahrnehmbare Basis
in der Form von Inskriptionen (,Geschriebenem‘), sei es auf Papier, auf einem
Computerschirm oder sonst wo. Das Strukturieren sowie das Umformen eines
algebraischen Ausdrucks wird dann zum Hantieren am materiell vorliegenden
Ausdruck, an den in Raum und Zeit gegebenen Zeichen. So kann algebraisches
Umformen in letzter Konsequenz als ,Bewegung in einer Landschaft* (Witt-
mann, Flood & Black, 2013) verstanden werden: Die algebraischen Zeichen
haben auf dem Blatt Papier einen Ort und werden beim Umformen auf der
Landschaft des Blatts von einem Ort zum anderen bewegt, ganz anlog zum
Hin- und Herbewegen physikalischer Objekte.

2.3 Die Bedeutung einer Strukturierung

,Die Frage nach der Bedeutung zielt ins Herz der [...] Forschung zur Algebra“
(Kieran, 2006, S. 30). Denn Terme und Gleichungen haben fiir sich allein keine
Bedeutung. Sie werden erst bedeutungsvoll, wenn ein Term umgeformt, eine
Gleichung geldst, ein Term als Funktionsterm behandelt oder eine Gleichung
zur Nullstellenbestimmung genutzt wird. Bedeutungsvoll ist das, was mit den
Termen und Gleichungen gemacht wird. Der Gebrauch ist ihre Bedeutung.
Damit folgt die vorliegende Arbeit einem pragmatischen Bedeutungskonzept
(vgl. Abschnitt 2.3.2). Das Ziel dieses Abschnitts ist die Darlegung dieses
pragmatischen Bedeutungskonzepts und seine Nutzung zur begrifflichen Be-
stimmung der Bedeutung einer Strukturierung.

Diese Bedeutung einer Strukturierung eines Ausdrucks wird gleich dem per-
sonalen Gebrauch der Strukturierung gesetzt werden. Diese Festlegung fufit
auf zwei Konzepten. Erstens — wie bereits erwdhnt — auf dem pragmatischen
Bedeutungskonzept und zweitens auf der Unterscheidung zwischen einer per-
sonalen und einer allgemeinen (respektive institutionalen) Bedeutung. Beide
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Konzepte werden im Folgenden umschrieben.

Vorgéngig wird aber geklért, welche Gebrauchsweisen eines Ausdrucks beim
kalkiilorientierten Umformen iiberhaupt im Fokus stehen. Das gelingt mithilfe
der Unterscheidung zwischen einer externen und einer internen Semantik.

2.3.1 Externe und interne Semantik

Die Unterscheidung in eine inner- und eine auftermathematische Semantik
von Termen und Gleichungen ist niitzlich zur besseren thematischen Veror-
tung dieser Arbeit. Kieran (2006) spricht von interner und externer Semantik.
Im ersten Fall verwenden Personen die Ausdriicke zur Bearbeitung mathe-
matischer Fragestellungen. Typisch dafiir sind geméf Kieran das Umformen
von Ausdriicken und das Darstellen von Ausdriicken als Wertetabelle oder
Graph. Im zweiten Fall beziehen die Personen die Ausdriicke auf Ereignisse
und Situationen aufserhalb der Mathematik und modellieren etwa reale Pro-
blemstellungen. Ahnlich unterscheiden Hiebert und Carpenter (1992, S. 72)
zwei Arten, wie sich bei Lernenden die Bedeutung von mathematischen Sym-
bolen entwickelt. Einerseits lernen sie innerhalb des mathematischen Systems,
Verbindungen zwischen Symbolen herzustellen, und andererseits verbinden sie
Symbole mit Darstellungen auferhalb des Systems, etwa mit physikalischen
Objekten. Die erste Art der Bedeutungskonstruktion korrespondiert mit der
internen, die zweite mit der externen Semantik. Ebenso folgt Freudenthals
(1991) Unterscheidung in vertikale und horizontale Mathematisierung jener in
interne und externe Semantik.

Zweifelsohne sind die interne und externe Semantik voneinander abhéngig,
gerade beim Erlernen der Algebra. Trotzdem wird hier auf die erstgenannte
fokussiert und dabei auf das Umformen algebraischer Ausdriicke. Denn in den
empirischen Studien (Kapitel 4 und 5) werden den Probanden die Terme und
Gleichungen losgelost von aufsermathematischen Zusammenhéngen vorgelegt.
Thema hier ist also, wie Probanden beim Manipulieren im algebraischen Kal-
kiil interne Bedeutung fiir sich konstruieren und nicht, wie sie fiir sich beim
Modellieren realer Situationen externe Bedeutung konstruieren.

Grundsatzlich gilt es aber zu bedenken, dass auch die externe Semantik
die Strukturierung eines algebraischen Terms beeinflussen kann. Das ist bei-
spielsweise dann der Fall, wenn ein Term eine reale Situation modelliert und
genau diese Situation die semantische Basis fiir die Form des Terms bildet.
Fiir die Diskussion solcher Aspekte sei auf die Literatur verwiesen: Biehler und
Leiss (2010), Boero (2001), Fischbein, Deri, Nello und Marino (1985), Predi-
ger (2009), Reusser (1989) und vom Hofe (1995). Entsprechend spielt bei der
Betrachtung der internen Bedeutung in dieser Arbeit nur das Umformen alge-
braischer Ausdriicke eine Rolle. Fiir deren Darstellung als Wertetabelle oder
Graph sei ebenfalls auf die Literatur verwiesen, etwa auf Brenner et al. (1997),
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Goldin (2002), Kaput (1989), Leinhardt, Zaslavsky und Stein (1990), Sfard
und Linchevski (1994) sowie Slavit (1997).

Kieran (2006) postuliert eine dritte Komponente der Bedeutung eines al-
gebraischen Ausdrucks, eine aufserhalb der Mathematik und auferhalb des
Problemkontexts liegende. Dabei denkt Kieran vor allem an Gesten und Be-
wegungen, welche mathematische Tatigkeiten begleiten, sowie an den korper-
lich erfahrbaren Umgang mit elektronischen Hilfsmitteln wie Computer und
Taschenrechner. Zur Illustration sei ein Beispiel aus Boero, Bazzini und Ga-
ruti (2001) vorgestellt. Die Autoren forderten einen Experten zur Losung der
Ungleichung zsinz > 22 — 1 auf. Die Analyse der Daten belegt, dass der Ex-
perte Sachverhalte mithilfe von Gesten darstellt. Etwa zeichnet er Parabeln
und Geraden mit den Hénden in die Luft und deutet jene Stellen an, wo die
Werte zu- und abnehmen. Er stellt Skizzen her, weist zur Unterstiitzung sei-
ner Erkldrungen mit den Fingern darauf, und er macht symmetrische Gesten
mit beiden Hénden zur Verdeutlichung von Symmetrien in den Graphen. Die
Autoren argumentieren, dass solche Gesten als verkorperlichte Bedeutungen
verstanden werden kénnen. In der vorgelegten Arbeit bilden solche verkoérper-
lichten Bedeutungen keine eigene Kategorie — im Gegensatz zu Kieran (2006).
Denn diese verkorperlichten Bedeutungen sind erstens Handlungen, die mit
mathematischen Zeichen verbunden sind, und als solche werden sie zweitens
als Teil der Bedeutung dieser Zeichen begriffen aufgrund des pragmatischen
Bedeutungskonzepts (vgl. Abschnitt 2.3.2). Somit ist hier die Unterscheidung
in interne und externe Semantik gleich der Unterscheidung in einen inner- und
aufsermathematischen Kontext.

2.3.2 Pragmatisches Bedeutungskonzept

Allgemein behandelt die Pragmatik das Sprechen als eine besondere Weise
des Handelns (Prechtl, 1999). Die Bedeutung von Sétzen und Begriffen fiihrt
daher nicht zur Frage nach ihrer reprasentierenden Funktion, sondern nach ih-
rer Verwendungsweise. Denn geméfs der Pragmatik liegt die Bedeutung eines
Handlungsakts in seiner Verwendung: Wann handle ich so? Wie vollziehe ich
diesen Handlungsakt korrekt? Analog fragt die Pragmatik bei Sprechhand-
lungen: Wann verwende ich den Begriff so? Wie verwende ich ihn korrekt?
Diese Fragen bestimmen die Bedeutung des Begriffs. In diesem Sinn ist der
Gebrauch eines Begriffs respektive seine Handhabung und Verwendung gleich
seiner Bedeutung.

Dieses Bedeutungskonzept wird auf algebraische Ausdriicke iibertragen.
Wer beispielsweise einen Ausdruck wie 2% + 3z — 4 gebrauchen kann, hat
seine Bedeutung erfasst. Diese umfasst beispielsweise die Auflosung der Glei-
chung 22 + 3z — 4 = 0 nach z, die Diskussion der Funktion f(z) = 2%+ 3z —4
oder auch die Modellierung realer sowie innermathematischer Situationen, wo
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22 + 3z — 4 = 0 eine Rolle spielt.

Solche Verwendungen eines algebraischen Ausdrucks wie 2? 4+ 3z — 4 sind
als Handlungen zu verstehen, die seiner Bedeutung entsprechen. Diese Hand-
lungen konnen sogar explizit gemacht werden. Brandom (2000) spricht von
Inferenzen, welche als Konditionale explizit gemacht werden. Wichtig hierbei
ist, dass das Explizite (die Konditionale) im Impliziten (in den Inferenzen)
fundiert ist — und nicht umgekehrt. Manchmal wird in der Literatur das Expli-
zite als mathematisches Wissen bezeichnet. Steinbring (1998, S. 162) schreibt
beispielsweise: ,Die (offenen) Begriffs-Beziehungen machen das mathemati-
sche Wissen aus.“ Diese Auffassung wird auch in kognitionspsychologischen
Herangehensweisen vertreten (Hiebert & Lefevre, 1986; Hiebert & Carpenter,
1992). Allerdings ist hier tendenziell das Implizite im Expliziten fundiert.

2.3.3 Personale und institutionale Bedeutung

In Abschnitt 2.2.1 ist mit der Strukturierung eines algebraischen Ausdrucks
ein individualisierter Begriff der Struktur definiert. Ebenso muss der Begriff
der pragmatischen Bedeutung individualisiert werden. Diese Bedeutung ist je-
ne, die das Kollektiv der Mathematikerinnen und Mathematiker einem Begriff
zuweist, und ist zu unterscheiden von jener Bedeutung, die ihm eine Person
zuweist. In diesem zweiten Fall sprechen Godino und Batanero (1998) von der
personalen (personal) Bedeutung. Sie entspricht der ,individualisierten Be-
deutung”. (Eigentlich miisste von einer personalen pragmatischen Bedeutung
die Rede sein, doch aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird abkiirzend nur
spersonale Bedeutung" verwendet.)

Gemaéfs dem pragmatischen Bedeutungskonzept wird die Bedeutung eines
mathematischen Begriffs gleichgesetzt mit den Praktiken jener Personen, die
diesen Begriff zu verwenden wissen. Godino und Batanero (1998) fithren nun
die wnstitutionale und die personale Bedeutung ein, um auch bei einer Gruppe
von Personen sowie bei einer Einzelperson von ,Bedeutung” sprechen zu kon-
nen. Zur institutionalen Bedeutung geben die Verwendungsweisen der Per-
sonen einer Institution Anlass, zur personalen jene einer einzelnen Person.
Dabei ist mit einer Institution ein Kollektiv von Personen gemeint, die ge-
meinsame Praktiken teilen. Wichtig in dieser Arbeit wird das Kollektiv der
Mathematikerinnen und Mathematiker sein. Die institutionale Bedeutung ei-
nes mathematischen Begriffs ist dann gleich seiner pragmatischen Bedeutung.
Die personale Bedeutung hingegen bezieht nur jene Praktiken mit ein, die von
der bestimmten Person vollzogen werden. Sie spiegelt damit die Bedeutung,
die sich eine Person vom Begriff macht.

In dieser Arbeit ist mit der Bedeutung einer Strukturierung immer ihre per-
sonale Bedeutung gemeint, beziiglich einer bestimmten Person und im Rah-
men des algebraischen Umformens jenes Ausdrucks, der gerade strukturiert
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wird. So wird die Individualitdt auf der Ebene der Bedeutung erfasst. Diese
personale Bedeutung einer Strukturierung ist immer Teil der internen per-
sonalen Bedeutung des entsprechenden Ausdrucks. Denn Handlungen, in die
Strukturierungen eines Ausdrucks involviert sind, sind trivialerweise Handlun-
gen mit dem Ausdruck selbst. Folglich ist die Bedeutung einer Strukturierung
immer auch Teil der personalen Bedeutung des Ausdrucks. Sie ist insbesonde-
re von interner Natur, da hier nur jene Handlungen des Ausdrucks betrachtet
werden, die zur internen (und nicht externen) Bedeutung beitragen.

Kausaler Zwang und normativer Druck

Die Unterscheidung zwischen einer pragmatischen und einer personalen (prag-
matischen) Bedeutung ist notwendig, da Normen uns nicht im selben Mafe
zwingen wie Kausalitdten: ,Die Regeln zwingen uns nicht unmittelbar wie die
Naturgesetze. Thr Zwang ist vielmehr durch unsere Finstellung ihnen gegen-
tiber vermittelt* (Brandom, 2000, S. 74). Brandom meint mit der ,Einstellung®
gegeniiber Normen die Art und Weise, wie eine Person diese tatséchlich ver-
wendet — im Gegensatz zur Art und Weise, wie sie sie verwenden sollte. Der
Begriff der personalen Bedeutung weist gerade auf diese Einstellung. Bei Kau-
salitdten ist eine Unterscheidung in Gesetze und Einstellungen zu Gesetzen
unmoglich. Den Naturgesetzen sind wir unterworfen. Die Normen hingegen
begreifen wir, und das individuell verschieden.

Erst die Unterscheidung in Normen und Einstellungen ihnen gegeniiber er-
laubt das Vorkommen von Fehlern. Und gerade beim algebraischen Umfor-
men sind Fehler Alltag (Lorcher, 1987; Payne & Squibb, 1990; Sleeman, 1984;
Stahl, 2000; Tietze, 1988), selbst bei Experten (Lewis, 1981). Wichtig dabei
ist, dass Personen die Fehler nicht (immer) intendieren. Jemand kann einen
Ausdruck unangemessen strukturieren, ohne es beabsichtigt zu haben, ein-
fach, weil er oder sie noch nicht gelernt hat, den Ausdruck angemessen zu
strukturieren. Seine respektive ihre personale Bedeutung passt noch nicht mit
der pragmatischen Bedeutung iiberein. Wie oben festgehalten, ist dies nur
deshalb moglich, weil die Normen uns nicht wie Kausalitdten zwingen, den
Ausdruck angemessen zu strukturieren.

Jede Person schafft sich somit einen eigenen Zugang zu den Normen. Das
heifst aber auch, dass die Eigenheiten der Person wesentlich dariiber entschei-
den, welche personale Bedeutung sie sich jeweils konstruiert. Das wird durch
die Empirie belegt. So ist beispielsweise in Cohors-Fresenborg und Striethorst
(2003) sowie Striethorst (2002) dokumentiert, wie unterschiedliche kognitive
Strukturen mit unterschiedlichen Vorstellungen von algebraischen Regeln und
Ausdriicken einhergehen. Insofern belegen diese Studien ein weiteres Mal, dass
personale Aspekte wesentlich beim Strukturieren sind.
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2.4 Ein Auswertungsmodell

In diesem Abschnitt werden Instrumente von Sfard (2008) genutzt, die sie
zur Beschreibung des Wie (how) und Wann (when) des Gebrauchs mathema-
tischer Begriffe einfiihrt. Sfard benotigt diese Instrumente zur Beschreibung
von Vorgehensweisen (routines). In dieser Arbeit werden sie iibertragen auf
die Beschreibung des Strukturierens von Termen und Gleichungen. So gelingt
es schliefslich, ein Modell fiir die Rekonstruktion der Bedeutung einer vorge-
nommenen Strukturierung eines algebraischen Ausdrucks zu generieren. Weil
dieses Modell in Kapitel 4 und 5 der Auswertung von empirischen Daten
dient, wird es als ,,Auswertungsmodell“ bezeichnet. Seine Darstellung folgt in
wesentlichen Teilen den entsprechenden Abschnitten in Riiede (2012c).

2.4.1 Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen

Die Bedeutung einer Strukturierung eines Ausdrucks ist nach den Uberlegun-
gen in Abschnitt 2.3 als ihre personale Bedeutung definiert. Diese wird analog
des Wann und Wie einer Regel (Abschnitt 2.1.2) als personales Wann und Wie
einer Strukturierung begriffen, also, wann die Person den Ausdruck wie struk-
turiert. Die Frage ist nun, wie dieses personale Wann und Wie beschrieben
werden kann.

Zur lustration sei die Gleichung 7(16 + 3x) = 100 — 3(16 + 3x) diskutiert.
Wenn eine Person diese Gleichung strukturiert, dann héngen die hergestellten
Beziige von ihren mathematischen Erfahrungen und Vorstellungen ab sowie
vom Kontext. Dabei umfasst hier der Kontext sowohl die Situation, in der
die Aufgabe gestellt wird, als auch Uberlegungen, welche die Person eventuell
gerade zu dieser Gleichung anstellte. Zum Beispiel ist eine Person vorstellbar,
welche die beiden gleichen Klammern aufeinander bezieht mit der Absicht,
diese (félschlicherweise) wegzustreichen, da sie auf beiden Seiten vorkommen.
Dafiir sind mehrere Griinde denkbar. Gut moglich, dass ihr die Gleichung als
zu lang erscheint und sie ihres Erachtens durch das Wegstreichen der gleichen
Klammern optisch iibersichtlicher wird. Moglich wére auch, dass die Person
zuerst die Gleichung durch Ausmultiplizieren der Klammern korrekt gelost
hat und dann aufgefordert wird, einen zweiten Losungsweg zu nennen. Die-
ser Kontext bedingt die Suche nach Alternativen. Vielleicht féllt der Person
erst dann die Gleichheit der Klammern auf. Sie interpretiert die Frage nach
einem zweiten Losungsweg als Frage nach einem Trick, deutet aber das Mi-
nuszeichen als Vor- statt als Operationszeichen und behandelt dadurch beide
Seiten als Multiplikationen. Auf jeden Fall beschreiben beide Szenarien per-
sonale und kontextuelle Bedingungen, in denen Personen die beiden gleichen
Klammern so aufeinander beziehen, dass ein Wegstreichen resultiert. Solche
Bedingungen werden in dem vorliegenden Artikel als Anwendbarkeitsbedin-
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gungen bzw. synonym Erdffnungsbedingungen (applicability conditions bzw.
opening conditions; Sfard, 2008) bezeichnet. Sie beschreiben, wann eine Per-
son eine bestimmte Strukturierung herstellt. Wesentlich ist, dass die Frage
nach dem Wann zusétzlich davon abhéngt, ob an der hergestellten Struk-
turierung festgehalten oder ob sie verworfen wird. Die dafiir entscheidenden
Bedingungen heiften Abschlussbedingungen (closing conditions; Sfard 2008). Es
sei die Strukturierung zwischen den beiden gleichen Klammern in der Glei-
chung 7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3x) vor dem Hintergrund des Wegstrei-
chens in Erinnerung gerufen. Vielleicht fallt einer Person nach der Entde-
ckung der Gleichheit der beiden Klammern das Minuszeichen auf der rechten
Seite der Gleichung auf. Sie argumentiert, dass sich daher die Vorzeichen in
den Klammern dndern und als Folge die Klammerinhalte verschieden sind.
Diese Abschlussbedingung wiirde zu einem Verwerfen der Strukturierung fiih-
ren. Eine andere Abschlussbedingung ist es, wenn eine Person die Klammern
wegstreicht, 7 = 100 — 3 erhélt und die Strukturierung ebenfalls verwirft, weil
sonst die Unbekannten wegfallen und sie nicht mehr ein Resultat der Form
x = ... erhalten wiirde, das heifst, nicht mehr nach x auflésen konnte.
Allgemein entsprechen Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen der Art
und Weise, wie eine Person jene impliziten Normen (metarules; ebd.) ver-
steht, welche dariiber entscheiden, wann (in welcher Situation) eine bestimmte
Strukturierung angemessen ist. Wichtige Aspekte sind hierbei der vorgelegte
algebraische Ausdruck, die Erfahrungen sowie das Wissen und Koénnen der
Person und die Umstédnde, unter denen der Term vereinfacht, respektive die
Gleichung gelost werden muss. Im Speziellen beschreiben Anwendbarkeitsbe-
dingungen, wann die Person eine bestimmte Strukturierung vornimmt, und die
Abschlussbedingungen, wann sie daran festhélt oder nicht. Die Anwendbar-
keitsbedingung fithrt zu einer bestimmten Strukturierung und die Abschluss-
bedingung bestimmt, ob diese akzeptiert oder verworfen werden soll.

2.4.2 Das Modell

Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung sind in einer Art Zangenform mit
der Strukturierung und der Konsequenz verbunden, wie in Abbildung 2.2 dar-
gestellt. Sie beantworten die Frage nach dem Wann der Strukturierung; die
hergestellte Strukturierung beantwortet das Wie. Ein Beispiel einer solchen
Strukturierung von obiger Gleichung 7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3x) ist etwa
der Bezug zwischen den beiden gleichen Klammern, der hergestellt wird, um
sie wegzustreichen. Denkbar ist auch, die 7 auf die linke Klammer sowie die
3 auf die rechte Klammer operativ aufeinander zu beziehen, mit dem Ziel des
Ausmultiplizierens.

Schliefslich impliziert die Strukturierung eine Konsequenz (Folge), die aus
ihr erschlossen wird. Diese manifestiert sich beispielsweise als Umformung oder
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Anwendbarkeitsbedingung

Strukturierung

v

Konsequenz

Abschlussbedingung

Abbildung 2.2: Die Beziehungen zwischen Anwendbarkeitsbedingung, Struk-
turierung, Konsequenz und Abschlussbedingung im Auswertungsmodell (Ab-
bildung aus Riiede, 2012¢, S. 123)

in einer weiteren Strukturierung und erlaubt die Beurteilung davon, inwiefern
die Abschlussbedingung erfiillt ist oder nicht. Nochmals sei an 7(16 + 3x) =
100 — 3(16 + 3z) erinnert und an den Bezug zwischen den beiden gleichen
Klammern, der hergestellt wird, um sie wegzustreichen. Eine Person kann
daraus — wie oben erwihnt — auf 7 = 100 — 3 schliessen. Eine andere Kon-
sequenz ware, dass eine Person aufgrund des Streichens der Klammern auf
das Minuszeichen aufmerksam wird und sich Gedanken iiber die Verrechnung
dieses Minuszeichens mit der Klammer macht.

Indem die Anwendbarkeitsbedingung, die Strukturierung, die Konsequenz
und die Abschlussbedingung identifiziert wird, wird trivialerweise die Struk-
turierung beschrieben, aber auch, und das ist das Wesentliche, ihre Bedeu-
tung. Denn mit diesen Konstrukten wird das Wann und Wie und somit der
Gebrauch der Strukturierung inklusive der Konstruktion ihrer (personalen)
Bedeutung erfasst.

2.5 Terme als Prozesse, Verfahren und Objekte

Mit den Abschnitten 2.1, 2.2, 2.3 und 2.4 ist ein Grofteil der theoretischen Ar-
beit geleistet. Der Begriff der Strukturierung und der Bedeutung einer Struk-
turierung ist definiert und in semiotisch-pragmatischen Ansétzen fundiert. Die
entsprechenden Umschreibungen erlauben die Konzeption erster empirischer
Untersuchungen von Strukturierungen. Das wird Gegenstand der Kapitel 3,
4 und 5 sein. Ausgehend von den empirischen Resultaten wird in Kapitel 6
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ein Blick auf die Frage geworfen, wie sich das Strukturieren entwickelt. In die-
sem Abschnitt werden nun die Grundlagen gelegt, um diese Diskussion dann
fiihren zu konnen. Das Zentrum dieser Betrachtungen wird die Unterschei-
dung sein, ob ein algebraischer Term als Prozess oder als Objekt behandelt
werden kann (Davis, 1975; Dubinsky, 1991; English & Sharry, 1996; Gray &
Tall, 1994; Sfard, 1991; Tall et al., 2000). In der Algebradidaktik spielt diese
Idee nahezu die Hauptrolle. Denn sie erkléart viele Unterschiede zwischen je-
nen Schiilerinnen und Schiilern, die im Umgang mit algebraischen Ausdriicken
erst am Anfang stehen, und jenen, die fortgeschritten sind.

Dariiber hinaus kann ein Grofsteil des Schulstoffs vom Kindergarten bis
zum Gymnasium unter Nutzung des Begriffspaars von Prozess und Objekt
mathematikdidaktisch diskutiert werden. Denn nebst algebraischen Termen
kénnen auch arithmetische Terme (Gray & Tall, 1994), Variablen (Graham
& Thomas, 2000) oder auch Funktionen (Breidenbach, Dubinsky, Hawks &
Nichols, 1992) als Prozesse oder Objekte behandelt werden.

Trotz der iiberaus prominenten Rolle dieses theoretischen Konzepts fehlt in
den verdffentlichten Arbeiten mancherorts eine prézise Formulierung davon,
was mit der Behandlung als Prozess und als Objekt jeweils gemeint ist (Gil-
more & Inglis, 2008). Daher wird im Folgenden festgelegt, wie diese Begriffe in
dieser Arbeit verstanden werden. Eine ganz prézise Definition der Behandlung
eines algebraischen Ausdrucks als Prozess respektive Objekt wird aber erst in
Kapitel 6 moglich sein. Zudem spielt in der vorgelegten Arbeit neben dem Be-
griff ,Objekt und ,Prozess auch der Begriff ,Verfahren eine wichtige Rolle,
insbesondere werden ,Behandlung als Prozess“ und , Behandlung als Verfah-
ren“ Unterschiedliches bezeichnen. Denn beim Vereinfachen von Termen und
Losen von Gleichungen spielen Verfahren eine dominante Rolle. Das wurde
bislang in der Literatur nur wenig ausgefiithrt, obwohl die zentrale Rolle der
Verfahren beim algebraischen Umformen anerkannt ist.

Also wird im Folgenden die Behandlung eines Terms als Prozess, Verfah-
ren oder Objekt beschrieben. Erstens wird auf die Betonung von Charak-
teristiken fokussiert hinsichtlich méglicher Unterscheidungen entsprechender
Prozesse des Strukturierens: Wie wird eine Person einen Term strukturieren,
die ihn als Prozess, Verfahren respektive Objekt behandelt? Zweitens inter-
essiert die Frage, inwiefern die Behandlung eines Terms als Objekt jene als
Prozess voraussetzt. Diese Frage ist gegenwértig in der Literatur kontrovers
diskutiert. Hier wird sich zeigen (und in Kapitel 6 dann ausgefiihrt), dass die
Rolle der Verfahren wesentlich ist und vermutlich bislang zu wenig bertick-
sichtigt wurde. Diese Betrachtungen sind wichtig fiir die Weiterentwicklung
der Theorie in Kapitel 6, insbesondere bei den Uberlegungen zur Entwicklung
des Strukturierens algebraischer Ausdriicke.
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2.5.1 Einen Term als Prozess behandeln

Wer einen algebraischen Term als Prozess behandelt, fiihrt einzig die in ihm
angegebenen Operationen aus, zumindest soweit das moglich ist. Der Term
wird zur Rechnung. Ein Beispiel: Zu vereinfachen sei 6 - 22 — 22 . 6. Denkbar
ist eine Person, welche die angegebenen Operationen gemafl der Regel ,,Punkt
vor Strich® ausfithrt. Angenommen, die Person begreift in dieser Faustregel
das Wortchen ,yor* temporal: Es darf nicht subtrahiert werden, bevor die
Multiplikation tatsdchlich ausgefiihrt ist. Die Person wird daher zuallererst 6
mit %Tx multiplizieren — und nicht etwa 6- %Tx und %T‘” -6 voneinander subtrahieren,
denn dann hétte sie eine Strichoperation ausgefiihrt, bevor sie ausmultipliziert
hétte. Die Person fiihrt also %T”” -6 aus und erhélt moglicherweise 1%’" — 1%“3. Fasst
die Person auch diesen Ausdruck als Prozess auf, wird sie eventuell zuerst die
Divisionen ausfithren. Das fithrt zu 3z — 3z und dann — so die Hoffnung — auf
0.

Die Behandlung eines Terms als Prozess wird entsprechende Strukturierun-
gen zur Folge haben. Obiger Umformung kann beispielsweise folgende Struk-
turierung zugrunde liegen: 6 wird multiplikativ auf %Tx bezogen. Alle anderen
Zeichen spielen vermutlich keine Rolle. Eine genauere Spezifizierung dieser
Strukturierung héngt allerdings davon ab, wie die Person die Zahl 6 mit dem
Bruch %Tx multipliziert. Vielleicht behandelt sie 6 als %, vielleicht bezieht sie
direkt die 6 auf die 2x. Grundsétzlich ist anzunehmen, dass die Person nur
jene Teile aufeinander bezieht, die sie als Erstes miteinander verrechnen kann.
Alles andere wird die Person nicht berticksichtigen. Sie wird wahrscheinlich
nur auf die zu verrechnenden Teile fokussieren. Es ist daher zu vermuten, dass
eine solche Person Schwierigkeiten mit Umformungen haben wird. Denn diese
zielen nicht auf die Ausfithrung der Rechnung, die durch den Term dargestellt
wird. Entsprechende Strukturierungen werden tatsédchlich Gegenstand der in
den folgenden Kapiteln vorgestellten empirischen Studien sein.

Die Behandlung eines Terms als Prozess kann zu typischen Fehlern fiihren.
Vor allem dann, wenn die Operationen im Term gar nicht ausgefiihrt werden
kénnen. So addieren Anfinger im Algebraunterricht etwa 2z + 3 zu 5z, in-
dem sie 2 und 3 addieren und das restliche x dazuschreiben (Tirosh, Even &

Robinson, 1998).

2.5.2 Einen Term als Verfahren behandeln

In der Mathematik, insbesondere der Algebra, sind Verfahren wichtig (Cooper
& Sweller, 1987; Nesher, 1986). In Anlehung an Star et al. (2005) wird hier
von einem Verfahren gesprochen, wenn es sich um einen explizierbaren Algo-
rithmus handelt, der zur Losung von Problemen eines bestimmten Typs fiihrt.
Typische Beispiele sind etwa die Standardverfahren zum Losen von linearen
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respektive quadratischen Gleichungen oder auch das Kiirzen von Bruchter-
men.

Die Behandlung eines Terms als Verfahren ist meines Wissens in der Lite-
ratur nicht in dieser Allgemeinheit definiert wie etwa jene als Prozess oder
Objekt. Das ist umso erstaunlicher, als jede Lehrperson in ihrem Unterricht
schon beobachtet haben wird, dass einige Schiilerinnen und Schiiler einen vor-
gegebenen Term oder eine vorgegebene Gleichung nur als Befehl begreifen,
ein bestimmtes Verfahren auszufiihren. Das wird hier als Behandlung eines
Terms respektive einer Gleichung als Verfahren verstanden. Es ist wohl das,
was Skemp (1978) mit instrumentellem Verstehen meint, und ist ganz analog
zur Behandlung des Gleichheitszeichens als Befehl zu sehen. Beispielsweise
reagieren gewisse Kinder auf den Ausdruck 8 + 4 = [0 + 5 mit der Antwort
12 oder 17 fiir die Box [. Fiir sie steht das Gleichheitszeichen in diesem Fall
fiir den Befehl, die Zahlen zu addieren. Als Folge addieren sie 8 und 4 respek-
tive alle drei Zahlen 8, 4 und 5. Bei Studien zum Umgang mit dem Gleich-
heitszeichen bilden solche Behandlungsweisen in aller Regel das Zentrum der
Diskussion (Herscovics & Kieran, 1980; Knuth et al., 2006; McNeil & Alibali,
2004; Rittle-Johnson et al., 2011; Saenz-Ludlow & Walgamuth, 1998; Winter,
1982).

Obige Uberlegungen machen klar, dass die Behandlung eines Terms als Pro-
zess und jene als Verfahren unterschiedliche Behandlungsweisen sind. Beson-
ders aus pragmatischer Sicht ist es sinnvoll, diese Unterscheidung zu machen.
Konsequenterweise wird eine Person, die einen algebraischen Ausdruck als Ver-
fahren behandelt, ihn — so die Hypothese — auch entsprechend strukturieren.
In den folgenden Kapiteln wird von verfahrenbasiertem Srukturieren die Rede
sein. Dabei wird aufgrund eines spezifischen Merkmals ein Verfahren an den
algebraischen Ausdruck herangetragen, welches das Strukturieren des Aus-
drucks leitet. Es werden Teile des Ausdrucks identifiziert und so aufeinander
bezogen, dass das Verfahren ausfiihrbar wird.

Als Beispiel wird einmal mehr die Gleichung 7(16x + 3) = 100 — 3(16z + 3)
aufgegriffen. Wenn eine Person diese Gleichung als Verfahren behandelt, dann
ist fiir sie vermutlich das Merkmal der Klammer entscheidend. Sie begreift die
Klammern als Befehl, auszuklammern. Daher strukturiert sie verfahrenba-
siert. Sie identifiziert jeweils einen Vorfaktor und bezieht diesen multiplikativ
auf die einzelnen Summanden in der Klammer. Typisch fiir diesen Fall ware,
dass das Subtraktionszeichen auf der rechten Seite von der Person als Vor-
zeichen behandelt wiirde. In die entsprechende Strukturierung wére dann das
Drehen der Vorzeichen in der Klammer eingebunden. Die Konsequenz die-
ser Strukturierung besténde in der Ausfithrung des Standardverfahrens zum
Lésen linearer Gleichungen.
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2.5.3 Einen Term als Objekt behandeln

Mit der Behandlung eines Terms als Objekt wird dem Term eine Existenz
zugewiesen, nahezu eine reale Existenz. So steht am Anfang die Frage, wo-
durch sich das Erkennen von etwas als Gegenstand auszeichnet. Die Antwort
darauf wird im Folgenden zur Definition davon fiithren, was die Behandlung
eines Terms als Objekt meint.

Eine Antwort auf obige Frage liefert beispielsweise Brandom (2000, S. 595):
,Gegenstiande sind wesentlich Dinge, die als dasselbe wiedererkannt werden
konnen, auch wenn sie auf verschiedene Weise gegeben sind. Ein Gegenstand
zu sein heiflt also, wiedererkennbar zu sein. Wiedererkennen aber ist immer
ein Erkennen des Einen als das Andere. Man nimmt auf dasselbe auf zwei Ar-
ten Bezug, wie Brandom (2000, S. 595) formuliert: ,Ein Gegenstand zu sein
heifst, etwas zu sein, auf das auf verschiedene Weise Bezug genommen werden
kann.“ Daraus lésst sich fiir unsere Situation hier die folgende Definition er-
schlieften: Eine Person behandelt einen Term genau dann als Objekt, wenn sie
ihn erstens auf zwei unterschiedliche Weisen umformen und zweitens die bei-
den Umformungen als Umformungen desselben begreift. Die zweite Bedingung
garantiert, dass die Person die beiden Umformungen auf dasselbe bezieht und
nicht einfach zwei verschiedene Aufgaben mit ihnen verbindet. Ein Beispiel:
Zu vereinfachen sei 5(x — 1) — (z — 1) - 5. Angenommen, eine Person kann
(x — 1) -5 als Objekt behandeln, dann kann sie erstens 5(x — 1) — (z — 1) - 5
beispielsweise einerseits durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen und
andererseits direkt zu 0 vereinfachen, indem sie (z — 1) - 5 zu 5(z — 1) um-
formt. Zweitens begreift sie, dass sie beide Male den Teil rechts des mittleren
Minuszeichens umformen, ihn sowohl ausmultiplizieren als auch vertauschen
kann.

Zwei Umformungen als Umformungen desselben begreifen heifst, dass man
die beiden Umformungen als Eigenschaften dieses Etwas begreift. Slavit (1997)
spricht daher von Eigenschafts-Orientierung (property-oriented view) und setzt
dies gleich mit der Behandlung als Objekt. Denn wo ein Objekt ist, gibt es
Eigenschaften und wo kein Objekt ist, gibt es keine Eigenschaften. In den fol-
genden Kapiteln wird sich zeigen, dass beispielsweise Experten ihre Struktu-
rierungen eines Terms als dessen Figenschaften begreifen. Wer hingegen einen
Term als Verfahren behandelt, weist eine Strukturierung nicht dem Term zu,
sondern — wenn iiberhaupt — der Verfahrensausfiithrung.

Hilfreich ist ein Vergleich obiger Definition mit dem, was typischerweise in
der Literatur unter der Behandlung eines Terms als Objekt verstanden wird:

“An object is constructed through the encapsulation of a process.
This encapsulation is achieved when the individual becomes aware
of the totality of the process, realizes that transformations can act
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on it, and is able to construct such transformations.” (Cotrill et
al., 1996, S. 171)

Dieses Zitat basiert auf der Annahme, dass sich Objekte aus Prozessen entwi-
ckeln. Nur das, was Prozess sein kann, kann auch Objekt sein. Also kommen
nur (Teil-)Terme als Objekte in Frage. In diesem Punkt stimmt die vorge-
legte Arbeit mit obigem Zitat {iberein. Ebenso sprechen obige Autoren von
Umformungen (transformations). Dieser Plural ist eminent wichtig fiir die
Charakterisierung der Behandlung eines Terms als Objekt und entspricht obi-
ger erster Bedingung, dass eine Person den Term auf zwei unterschiedliche
Weisen umformen kénnen muss. Die zweite Bedingung, dass die Person die
Umformungen als Umformungen desselben begreift, ist im obigen Zitat aber
nicht sofort erkennbar. Vermutlich ist mit der Forderung, dass mit dem Term
gehandelt werden kann, etwas Derartiges gemeint. Denn sie macht explizit,
was die Autoren mit der ,/Totalitdt des Prozesses meinen, ndmlich genau das,
was beispielsweise auch Gilmore und Inglis (2008) betonen: Erst eine Person,
die mit dem Term manipulieren kann, kann ihn auch als Objekt behandeln.
Meines Erachtens reicht diese Forderung aber nicht fiir die Zuschreibung der
Behandlung eines Terms als Objekt. Denn ansonsten wiirde eine Person, die
bei Bruchtermgleichungen ,nur* die Nenner wegmultiplizieren kann, die ent-
sprechenden Nenner als Objekte behandeln. Denn sie handelt mit ihnen. Zur
Vermeidung solcher Félle enthélt obige Definition die Klausel, dass es sich bei
den Umformungen um Umformungen desselben handeln muss. Das heift, die
hier vorgelegte Definition scheint restriktiver zu sein als die géngigen Defini-
tionen in der Literatur.

Damit sind zwei wichtige Félle geklart. Erstens: Wer einen Term nur als
Prozess behandeln kann, behandelt ihn nicht als Objekt. Denn er oder sie
behandelt den Term dann nur auf eine Art, da jeder Term eine eindeutige
Rechnung definiert. Zweitens: Wer einen Term nur als Verfahren behandeln
kann, behandelt ihn ebenfalls nicht als Objekt. Denn wenn genau ein Verfah-
ren erkannt wird, kann der Term ja wieder nur auf eine Art behandelt werden.
Und werden zwei Verfahren erkannt, diese aber nicht als Verfahren desselben
begriffen, dann liegen zwei Verfahren vor und eigentlich zwei Terme (Aufga-
ben) und nicht einer. Erst wenn die beiden Verfahren als Verfahren desselben
behandelt werden, wird der Term als Objekt behandelt. Als Beispiel sei noch-
mals auf das Vereinfachen von 1%9” — 1%9” hingewiesen. Eine Person, die Terme
als Verfahren behandelt, wiirde diese Aufgabe in einem ersten Anlauf als Auf-
forderung zum Kiirzen und in einem zweiten Anlauf als Aufforderung zum
Auf-einen-Bruchstrich-Bringen begreifen. Die Person wiirde dies dann einfach
als zwei verschiedene Aufgaben verstehen. Sie wiirde — so die Hypothese — in
einem Interview vermutlich einfach zwei verschiedene Verfahren beschreiben,
ohne diese aufeinander zu beziehen, insbesondere sie nicht als Eigenschaften
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begreifen.

Welche Strukturierungen werden mit der Behandlung eines Terms als Ob-
jekt einhergehen? Der Term wird nicht als ein spezifisches Verfahren behan-
delt, sondern als Term mit Eigenschaften, die sich fiir das eine oder andere
Vorgehen nutzen lassen. Die Person wird daher vermutlich explorieren, wie
sie umformen soll. Vor diesem Hintergrund strukturiert sie den Term. Die so
hergestellten Strukturierungen bezeichne ich daher als ezplorierend.

Dass mit der Behandlung eines Terms als Objekt typischerweise die Exis-
tenz eines Gegenstands (eines mathematischen Objekts) gemeint ist, wird bei-
spielsweise auch in der Arbeit von Davis (1975, S. 18) klar. Fiir ihn gleicht
das Behandeln eines Terms als Objekt dem Arbeiten mit dem Term als ,Na-
me" fiir das Resultat des darunterliegenden Prozesses. Diese Idee driickt aus,
dass der Term als Einheit begriffen wird. Insbesondere wird er auch substi-
tuierbar, beispielsweise durch einen kiirzeren Namen wie a oder b. Einerseits
ist diese Féhigkeit des Substituierens nach Jones (2009) ein zentraler Aspekt
einer Behandlung des Gleichheitszeichens als Relation — und nicht als Be-
fehl. Andererseits wird im Abschnitt 6.3.2 gezeigt, dass die Behandlung eines
Terms als Objekt als Umstrukturierung verstanden werden kann und damit
als Substitution.

2.5.4 Vom-Prozes-zum-0Objekt-Ansatze

Mit den Abschnitten 2.5.1, 2.5.2 und 2.5.3 sind drei verschiedene Behand-
lungsweisen von Termen vorgestellt. Ebenso wurden erste Uberlegungen zu
ihren Auswirkungen auf das Strukturieren angestellt. Eine genaue Klarung
bleibt aber den empirischen Studien vorbehalten (Kapitel 4 und 5). Weil aber
die vorgelegte Arbeit auch nach der Entwicklung des Strukturierens fragt, ste-
hen im Folgenden mogliche Entwicklungen der drei Behandlungsweisen von
Termen im Zentrum. Die Frage ist: Entwickeln sich Lernende so, dass sie zu-
erst Terme als Prozesse und erst dann als Objekte behandeln (miissen)? Diese
Frage wird in der Mathematikdidaktik kontrovers diskutiert. Bikner-Ahsbahs
et al. (2011) unterscheiden daher zwei Typen von Theorien zur Konstruktion
mathematischen Wissens. Vom-Prozess-zum-Objekt-Anséitze und solche An-
sitze, die keine solche Entwicklungsrichtung voraussetzen. Vertreter des ers-
ten Typs votieren fiir eine Entwicklung von der Behandlung eines Terms als
Prozess zu jener als Objekt. Wichtige Ansétze dieses Typs sind in diesem Ab-
schnitt vorgestellt. Vertreter des letzteren Typs sehen keine Notwendigkeit fiir
diese Entwicklungslogik. Entsprechende Ansétze sind Thema von Abschnitt
2.5.5.
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Operationale und strukturale Auffassungen

Sfard (1991) verwendet die Begriffe der operationalen (operational) und struk-
turalen (structural) Auffassung. Sie korrespondieren zur Behandlung eines
Terms als Prozess respektive Objekt. Wichtig ist, dass die operationalen und
strukturalen Auffassungen als Stufen der Entwicklung konzipiert sind. Zur
Rechtfertigung dieser starken Aussage bietet Sfard (1991) zwei Argumenta-
tionslinien an.

Erstens zeichnet Sfard die historische Entwicklung nach: Mathematische Be-
griffe haben sich im Laufe der Geschichte vom Operationalen hin zum Struk-
turalen entwickelt. Beispielsweise waren mit Briichen zu Beginn vorwiegend
Divisionsprozesse und Verfahren der Vermessung verbunden. Ein Bruch wie E
stellte einen Prozess dar, der aus mathematischer Sicht mit der Division 7 : 4
korrespondierte. Erst viel spéater behandelte die Menschheit einen Bruch wie
;Z als Zahl, etwa indem Briiche Streckenldngen bezeichneten oder der Kon-
struktion von Zahlenfolgen dienten. Das Gemeinsame solcher Ontogenesen ist
die anféngliche Behandlung eines Ausdrucks als Prozess und der zeitlich viel
spateren Nutzung desselben Ausdrucks zur Bildung von Konstrukten, in die
der Ausdruck als Bezeichner einging — und nicht als Rechenprozess.

Zweitens argumentiert Sfard kognitionspsychologisch, vorwiegend auf Pia-
gets Werk beruhend. Gemif ihrer Interpretation von Piagets Uberlegungen
fithren drei Stufen von operationalen zu strukturalen Auffassungen. Die ers-
te Stufe bildet die Verinnerlichung (interiorization) von Prozessen. Der Ler-
nende braucht kein Papier und Bleistift mehr, um eine einfache, konkrete
Umformung auszufiihren. Die zweite Stufe besteht in der Kondensation (con-
densation) von mehreren Prozessschritten zu einem. Der Lernende ist geiibt
im Umformen. Die dritte Stufe ist die Reifikation (reification) der Prozesse
zu Objekten. Durch diese Reifikation werden mehrere, bislang unverbundene
prozessuale Komponenten zu einem Objekt vereint: “Various representations
of the concept become semantically unified by this abstract, purely imaginary
construct” (ebd., S. 20). Sfard betont, dass dazu die Bildung eines hierarchisch
héheren Schemas notig sei. Durch die Bildung eines solchen Schemas werden
kognitive Elemente miteinander vernetzt, die in der operationalen Phase nur
sequenziell gegliedert und unzusammenhéngend waren.

Fiir Sfard ist der Ubergang von der Verinnerlichung zur Kondensation blof
von quantitativer Natur. Hingegen ist die Reifikation ein qualitativer Schritt.
Die algebraischen Ausdriicke werden dann statisch, es geht nur noch um Re-
lationen, nicht mehr um Operationen. Die Relata der Relationen sind die
Ergebnisse der Operationen.
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APQS: Aktion, Prozess, Objekt, Schema

In Dubinsky (1991) und Dubinsky und Lewin (1986) wird der Frage nach
einem psychologisch fundierten Unterrichtskonzept nachgegangen. Das Resul-
tat der Uberlegungen ist ein Modell, das spiter das Akronym APOS erhilt
geméf den Stufen: Aktion, Prozess, Objekt und Schema (Cotrill et al., 1996;
Dubinsky & McDonald, 2002). Dieses Modell ist wesentlich auf das Werk von
Piaget gestiitzt. Entsprechend identifizieren Dubinsky und Lewin Stufen, die
sehr dhnlich zu jenen von Sfard (1991) sind. Wo aber Sfard mit diesen Stufen
die Entwicklung strukturaler Auffassungen von Lernenden beschreibt, nutzt
sie die Gruppe um Dubinsky zum Entwurf von Mathematikunterricht. Die
Autoren behaupten nicht, dass sich jeder Begriff notwendig entlang diesen
Stufen entwickelt, sondern sie behaupten nur, dass er sich so entwickeln kann,
wenn man den Unterricht entsprechend gestaltet. Am Anfang einer entspre-
chenden Unterrichtsplanung steht jeweils ein mathematischer Begriff. Dieser
wird einer genetischen Zerlegung (genetic decomposition) unterzogen mit dem
Ziel, unterrichtsrelevante Tatigkeiten und Aufgaben zu konstruieren, welche
die Verinnerlichung, Kondensation und Reifikation unterstiitzen.

Es sei betont, dass dieses Modell keine (notwendige) Entwicklung von ope-
rationalen hin zu strukturalen Auffassungen behauptet, wie etwa bei Sfard
(1991). Vielmehr wird behauptet, dass eine solche Entwicklung initiiert wer-
den kann, indem man eine Unterrichtssequenz so konzipiert, dass die Schiile-
rinnen und Schiiler zuerst operationale und spater strukturale Auffassungen
ausbilden miissen. Typischerweise bearbeiten die Schiilerinnen und Schiiler in
solchen Unterrichtseinheiten anfanglich Problemstellungen, wo die prozedura-
len Aspekte eines mathematischen Begriffs wesentlich sind, und erhalten erst
mit der Zeit Aufgaben, zu deren Losung sie den Begriff als Objekt behandeln
miissen.

Prozept: Prozedur und Konzept

Sfard (1991) sowie Dubinsky und Lewin (1986) fundieren ihre Unterscheidung
von Prozess und Objekt stark in theoretischen Uberlegungen. Gray und Tall
(1994) werden hingegen durch empirische Daten aus einer Querschnittsstudie
zu dieser Unterscheidung gefiihrt. Sie untersuchten die Lern- und Denkwege
von Schiilerinnen und Schiilern. Dabei stellten sie immer dasselbe Phanomen
fest: Je hoher die Expertise war, umso flexibler wurden prozessuale und kon-
zeptuelle Denkweisen genutzt. Aus diesem Grund fithren Gray und Tall die
Begriffe der Prozedur, des Prozesses, des Konzepts und des Prozepts ein. Diese
Begriffe stehen fiir unterschiedliche Tétigkeiten und nicht fiir Entwicklungs-
stufen wie etwa bei Sfard (Tall et al., 2001). Fiir Gray und Tall ist der Weg zu
strukturalen Auffassungen verbunden mit einem zunehmend flexiblen Umgang
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mit Termen und Gleichungen. Wer einen gegebenen Ausdruck unterschiedlich
umformte und umformen kann, wird den Ausdruck je nach Situation nicht
mehr als je andere Prozedur behandeln, sondern eben als ein Etwas (als ein
Konzept), das unterschiedlich behandelt werden kann. Gray und Tall (1994)
sprechen bei dieser Vereinigung mehrerer Ideen zu einer einzigen mit mehreren
Aspekten von konzeptueller Kompression mit Verweis auf Thurston (1990).
Das Resultat einer solchen Kompression ist ein Prozept, eine Verschmelzung
von Prozess und Konzept. Mit diesem Konstrukt betonen Gray und Tall die
Mehrdeutigkeit einer symbolischen Notation wie etwa 2x + 4. Einerseits kann
2x + 4 als Prozess aufgefasst werden, man kann eine Zahl fiir x einsetzen und
die entsprechende Rechnung ausfiihren. Andererseits kann 2z 4+ 4 auch als
Konzept verstanden werden, man kann damit zum Beispiel operieren, etwa den
ganzen Ausdruck quadrieren, oder auf ihn das Distributivgesetz anwenden.
Wer die Féahigkeit besitzt, den Ausdruck 2z + 4 spontan unterschiedlich zu
interpretieren, kann den Autoren zufolge flexibel mit ihm umgehen.

Handlungsakte, Rituale, Explorationen

In Sfard (2008) formuliert und begriindet die Autorin auf den ersten Blick &hn-
liche Entwicklungslinien wie in Sfard (1991). Allerdings unterscheiden sich die
Arbeiten von 2008 und 1991 in zwei wesentlichen Punkten. Erstens basieren
die Uberlegungen in Sfard (2008) auf einem diskursiven Paradigma (vgl. auch
Caspi und Sfard, 2012). Zweitens werden Verfahren wichtig. Das ist der ent-
scheidende Punkt. Denn in der Arbeit von 1991 fokussierte Sfard vor allem
auf die Prozesse, die durch einen Term dargestellt werden. Im Werk von 2008
werden hingegen die Verfahren wesentlich, die Personen zum Handeln mit den
Termen und Gleichungen verwenden.

In Sfard (2008) sind drei Stufen der Entwicklung des Begriffsverstandnis-
ses vorgestellt. Diese Entwicklung ist eine sprachliche, es geht um die Be-
herrschung der Fachsprache. Zu Beginn eines mathematischen Lernprozesses
vollziehen Lernende Handlungsakte (deeds). Sie gebrauchen die Fachbegrif-
fe mehrheitlich nicht. Nur in ganz spezifischen Situationen, bei bestimmten
Handlungsakten, verwenden sie einzelne Fachbegriffe. Diese sind aber nicht
in einen ganzen Satz eingebettet, sondern verweisen als einzelnes Wort auf
den spezifischen Handlungsakt. Mit der Zeit werden die Lernenden vertrauter
mit den mathematischen Gepflogenheiten, beispielsweise iiben sie Verfahren
ein. Diese verstehen sie vorerst als Rituale (rituals). Geméf dem Charakter
von Ritualen gebrauchen die Lernenden einzelne, fixe Sitze und Wendungen,
mit denen sie die entsprechenden Verfahren meinen. Allméhlich entwickeln sie
die Fahigkeit, die Fachbegriffe in eigenstindig konstruierten mathematischen
Aussagen zu verwenden. Sie sind dann in der Lage, dariiber Explorationen
(explorations) anzustellen und so am fachlichen Diskurs teilzunehmen. Dieser
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letzte Schritt fiihrt zur Behandlung der Fachbegriffe als Objekte. Er basiert
darauf, dass man die Fachbegriffe als Substantive respektive Nomen verwen-
den, mit ihnen eigene Sétze formulieren, also dariiber reden kann.

Wiederum stiitzt Sfard ihre Aussagen erstens durch das Nachzeichnen der
historischen Entwicklung von mathematischen Begriffen. Zweitens verweist
sie auf die Institution der Schule, wo die Schiilerinnen und Schiiler in die
diskursive Praxis eingefiihrt werden. Diese diskursive Praxis ist durch impli-
zite Normen bestimmt, die historisch gewachsen sind (vgl. Abschnitt 2.1.2).
Lernen ist eine Einfiihrung in eine soziale Praxis. Das bedingt, dass die Schii-
lerinnen und Schiiler auch Vorgehens- und Betrachtungsweisen nachahmen
(miissen), die ihnen von der Lehrperson gezeigt wurden. Das fithrt notwendig
zum Umbau von Handlungsakten zu Ritualen und spéter zu Explorationen.

2.5.5 Alternative Ansatze

Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze waren in den 1990er Jahren nahezu unhin-
terfragt giiltig. In den letzten Jahren mehren sich aber empirische Belege,
die diese Ansétze in Frage stellen. Auf eine dieser Studien, Gilmore und Inglis
(2008), gehe ich unten ndher ein. Eine andere Studie wére etwa Hewitt (2012).

In Gilmore und Inglis (2008) wird untersucht, ob tatséchlich alle Kinder
arithmetische Ausdriicke anfinglich als Prozesse und erst spater als Objekte
behandeln. Verwendet werden Gleichungen der Form 14 + [ — 11 = 14. Die
Autoren gingen von zwei grundsétzlich verschiedenen Strategien aus. Behan-
delt ein Kind Ausdriicke als Prozesse, dann wird es wohl zuerst 14 — 11 und
dann 14 — 3 rechnen. Behandelt ein Kind hingegen Ausdriicke als Objekte,
wird es das Inverse von —11 suchen und so auf die Losung 11 gefiihrt: Eine
Inverse-Strategie. Die Autoren variierten sowohl die Position des [J-Zeichens
als auch des Minuszeichens und setzten zudem Kontrollbeispiele ein wie etwa
14+0—11 = 9. Jedes Kind bearbeitete 16 Aufgaben, acht Aufgaben, die mit
der Inverse-Strategie sofort gelost werden kénnen, und acht Kontrollaufgaben.

Die Autoren fanden folgendes Ergebnis: Die 53 Kinder liefsen sich in drei
Gruppen aufteilen. Die erste Gruppe l6ste sowohl die Inverse-Aufgaben als
auch die Kontrollaufgaben mehrheitlich korrekt, die zweite Gruppe mehrheit-
lich inkorrekt. Die dritte Gruppe 16ste die Inverse-Aufgaben mehrheitlich kor-
rekt, die Kontrollaufgaben aber mehrheitlich inkorrekt. Dartiber hinaus 16s-
ten die Kinder der ersten und dritten Gruppe die Inverse-Aufgaben deutlich
schneller als die Kontrollaufgaben.

Warum widerspricht dieses Ergebnis den Vom-Prozess-zum-Objekt- Ansét-
zen? Den Autoren zufolge scheinen die Kinder der ersten Gruppe die Inverse-
Aufgaben als Objekte und die Kontrollaufgaben als Prozesse zu behandeln, da
sie hier erhchte Bearbeitungsdauern zeigten. Die Kinder der zweiten Gruppe
scheinen alle Aufgaben als Prozesse behandelt zu haben. Die interessanten
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Kinder sind jene in der dritten Gruppe. Gilmore und Inglis schlagen folgen-
de Interpretation vor: Diese Kinder konnen die Inverse-Aufgaben als Objekte
behandeln, scheitern aber bei der Behandlung der Kontrollaufgaben als Pro-
zesse. Offenbar neigen diese Kinder dazu, arithmetische Ausdriicke zuerst als
Objekte und erst dann als Prozesse zu behandeln. Also zeigt nicht jedes Kind
jene Entwicklung, welche Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze vorschreiben. (In
Abschnitt 6.3.5 wird eine andere Interpretation dieses Ergebnisses vorgeschla-
gen.)

Doch nicht nur solch empirischen Befunde tragen zur Kontroverse mit den
Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétzen bei. Es gibt alternative Ansétze, die die
Entstehung mathematischen Wissens plausibel und vertrédglich mit der Em-
pirie beschreiben, ohne auf die Entwicklung von der Behandlung eines Aus-
drucks als Prozess hin zur Behandlung als Objekt zuriickgreifen zu miissen.
Ein entsprechendes Beispiel sei nun vorgestellt.

Objektifizierung durch Nutzung semiotischer Mittel

Studien, die den Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétzen folgen, untersuchen vor
allem Stufen der Entwicklung. Studien, die alternative Ansétze verfolgen, set-
zen sich hingegen vorwiegend mit den Mitteln auseinander, mit denen man
mathematisches Wissen erlangen kann. Thema ist nun jener Ansatz, der dabei
auf die semiotischen Mittel fokussiert.

Ausgangspunkt sind die anthropologischen Ansétze der Mathematikdidak-
tik. Diese gehen davon aus, dass mathematische Objekte abhingig von uns
Menschen sind (Bosch, Chevallard & Gascon, 2005; Chevallard, 2005). In die-
sen Ansétzen sind mathematische Objekte keine eigenstédndigen Entitéten, die
wie beispielsweise im Platonismus einer idealen Welt zugehoren, sondern es
sind von uns generierte Metaphoriken (Font, Bolite & Acevedo, 2010; Font,
Godino, Planas, & Acevedo, 2010). Solche Theorien sind in der Lage, zu be-
stimmen, was unter den mathematischen Objekten zu verstehen ist, wie diese
entstehen und entstanden sind und wie wir Menschen lernen, mit ihnen um-
zugehen. Wer beispielsweise Mathematik als soziale Praxis versteht, vertritt
einen anthropologischen Ansatz, denn er geht in der Regel von historisch ge-
wachsenen — und damit von uns Menschen geprigten — Normen aus. Aus dieser
Sichtweise hat sich der Umgang mit mathematischen Begriffen im Laufe der
Kulturgeschichte entwickelt, insbesondere die Art und Weise, solche Begriffe
als Objekte zu behandeln. Lernen von Mathematik wird zur aktiven Teilnah-
me an mathematischen Praktiken, in denen der Lernende den mathematischen
Objekten begegnet, die in diese Praktiken involviert sind.

Als Beispiel werden ein weiteres Mal die Arbeiten von Radford rezipiert (vgl.
auch Abschnitt 1.2.6). In seiner semiotisch-pragmatischen Theorie des ma-
thematischen Lernens ist die Objektifizierung von Begriffen zentral (Radford,
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1998, 2002, 2003, 2005, 2006, 2008, 2010a). Er versteht darunter die Bewusst-
werdung von Begriffen: Lernende miissen sich des mathematischen Objekts
sbewusst” werden (Radford, 2005, S. 116), sie ,,begegnen” einem anderen, dem
kulturellen Objekt (,encounter with the other and cultural objects”, Radford,
2008, S. 225) respektive machen sich etwas ,erkennbar” (,make something ap-
parent”, Radford, 2006, S. 2). Zur Unterstiitzung dieser Bewusstwerdung be-
dienen sich Lehrende wie Lernende semiotischer Mittel der Objektifizierung
wie Zeichen, Worter, Gesten, rhythmischen Bewegungen etc. wie in Abschnitt
1.2.6 kurz vorgestellt. Wesentlich nun ist, dass Radford jede Art und Weise
der Begegnung, der Bewusstwerdung, als Objektifizierung bezeichnet. Kon-
sequenterweise erhélt er verschiedene Ebenen (,layers®, Radford, 2006, S. 5),
Schichten (,stratum®, Radford, 2003, S. 60) von objektifizierenden Tétigkei-
ten, abhéngig davon, welche semiotischen Mittel die Lernenden verwenden.
(In Abschnitt 1.2.6 sind drei Typen der Verallgemeinerung vorgestellt, die
faktische, kontextuelle und symbolische. Diese drei Typen reprasentieren drei
Ebenen respektive Schichten von objektifizierenden Tétigkeiten.)

Der Ansatz von Radford postuliert keine Entwicklung von der Behandlung
eines Terms als Prozess hin zum Objekt. Einerseits ist dem wohl so, weil Rad-
ford stark auf die Algebraisierung und somit auf die Verbindung der internen
und externen Semantik fokussiert. In seinen Studien untersucht er nie nur die
interne — und dabei die kalkiilorientierte — Bedeutung. Andererseits betont
Radford die Abhéngigkeit der objektifizierenden Tétigkeiten vom situativen
Kontext, in denen Begegnungen mit dem mathematischen Begriff stattfin-
den. Das schliefst eine starre Entwicklungslogik, wie sie die Vom-Prozess-zum-
Objekt-Ansétze vertreten, aus.

Luis Radfords Konzeption ist in den Fundamenten ganz &hnlich zur Lern-
theorie der spanischen Forschungsgruppe um Leute wie Carmen Batanero,
Vincenc Font und Juan Godino. Fiir sie gleicht die Objektifizierung eines ma-
thematischen Begriffs der Emergenz (und nicht der Konstruktion) eines ,,glo-
balen Referenten* (Font, Godino & Gallardo, 2013, S. 119), auf den spezifische
Gebrauchs- und Sprechweisen verweisen.

2.5.6 Fazit

Die Behandlung eines Terms als Prozess respektive als Objekt korrespondiert
mit zwei verschiedenen Fahigkeiten. Inwiefern sich die eine Fahigkeit aus der
anderen entwickeln muss, scheint in der Mathematikdidaktik ungeklart. Es
existieren weder eindeutige empirische Belege (etwa aus einer Léngsschnitt-
studie) noch zwingende theoretische Argumente (etwa durch Angabe eines
Modells), welche diese Frage eindeutig beantworten wiirden.

Die hier referierten Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze lassen sich grund-
sitzlich in zwei Sichtweisen einteilen. Aus kognitionspsychologischer Sicht ist
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typischerweise die Bildung von Schemata hoherer Ordnung gemeint (Sfard,
1991; Dubinsky, 1991). Auch Aebli (1980, 1981) vertritt diese Vorstellung,
er spricht in diesem Fall vom Objektivieren eines Begriffs und meint damit
ein Vergegensténdlichen. Steiner (1991) hingegen verwendet den Begriff des
Verdichtens. Aus diskursiver respektive pragmatischer Sicht entspricht die Bil-
dung von Objekten hingegen der Mdglichkeit, {iber etwas sprechen zu kénnen.
Damit ist gemeint, dass der mathematische Begriff so verwendet wird, als
ob er etwas repréasentiere, ndmlich das entsprechende mathematische Objekt
(Sfard, 2008). Einen Term als Objekt zu behandeln lernen, heift aus dieser
Sicht lernen, explizit zu machen, was man mit ihm macht.

Alternative Ansétze teilen mit den Vom-Prozess-zum-Objekt-Anséitzen das
Ziel, dass die algebraische Expertise in der Behandlung von Termen als Objek-
te besteht. Sie postulieren aber nicht, dass dieses Ziel durch die wie auch immer
geartete Transformation von Prozessen zu Objekten erreicht wird. Denn die-
se Ansétze gehen davon aus, dass der situative Kontext (mit)bestimmt, mit
welchen semiotischen Mitteln Lernende den Termen begegnen. So fokussieren
die entsprechenden Forschungsarbeiten auf diese semiotischen Mittel (Zeichen,
Worter, Gesten, rhythmische Bewegungen etc.) und welche Lernprozesse sie
ermoglichen.

Interessant ist aber, dass der diskursive Ansatz von Sfard (2008) erstens
eine Entwicklungsrichtung von der Behandlung eines Ausdrucks als Prozess
hin zum Objekt befiirwortet und zweitens durchaus kompatibel mit obigen
alternativen Ansétzen ist, wie etwa explizit in Font, Godino und Gallardo
(2013) festgehalten ist. Auch die vorgelegte Arbeit nimmt eine semiotisch-
pragmatische Sichtweise ein und wird in Abschnitt 6.3.5 fiir eine Entwicklungs-
richtung beim Strukturieren votieren, die allerdings tiber das enge Korsett
der Prozess-Objekt-Dichotomie hinausgeht. Ein wesentliches Argument wird
sein, dass Lernende Terme nicht nur als Prozesse, sondern vor allem auch als
Verfahren behandeln konnen. Dabei ist es entscheidend, solche Behandlungs-
weisen als Manipulationen am selben Objekt zu verstehen. Als zentrale Hy-
pothese wird formuliert, dass durch das Umstrukturieren eines algebraischen
Ausdrucks ein solches Objekt generiert wird.

Mithilfe der empirischen Studien (Kapitel 4 und 5) ist nun aber zuerst zu
klaren, welche Kategorien von Strukturierungen von Personen iiberhaupt her-
gestellt werden. Welche Kategorien lassen sich identifizieren und voneinander
trennen? Wie lassen sich diese Kategorien charakterisieren? Bestehen Zusam-
menhénge zu den unterschiedlichen Behandlungsweisen von Termen? Welche?
Erst nach der Beantwortung dieser Fragen kann in Kapitel 6 die Theorie wei-
ter vorangebracht und die Frage nach der Entwicklung des Strukturierens
bearbeitet werden.
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2.6 Zusammenfassung der Resultate

Das Ziel der theoretischen Uberlegungen war die Bestimmung eines Begriffs
des individuellen Strukturierens respektive einer individuell hergestellten Struk-
tur sowie dessen Fundierung in mathematikdidaktischen Ansétzen. Die we-
sentlichen Erkenntnisse und Festlegungen seien im Folgenden zusammenfas-
send dargestellt.

1. Als theoretische Sichtweise wird ein semiotisch-pragmatischer Ansatz
(Abschnitt 1.2.6) gewiihlt. Es interessiert somit der materiell vorliegende
algebraische Ausdruck — und nicht seine allféllige interne Repréasentation
— und wie eine Person diesen Ausdruck handhabt, wenn sie sich einen
Reim auf ihn machen will, um ihn umformen zu koénnen.

2. Die Handhabung des Ausdrucks wird als ein Aufeinanderbeziehen von
Teilen des Ausdrucks bestimmt; das wird als Strukturieren verstanden
(Abschnitt 2.2.1). Eine Strukturierung ist dann als Produkt dieses Pro-
zesses des Strukturierens definiert.

3. Die Bedeutung einer Strukturierung ist definiert als ihre personale (prag-
matische) Bedeutung (Abschnitt 2.3.3). Also ist sie gleich der Verwen-
dungsweise der hergestellten Strukturierung durch die einzelne Person.
Diese Verwendungsweise wird als die Frage danach verstanden, wann
die Person den Ausdruck genau so strukturiert. Damit wird der Prozess
des Strukturierens, in den die Strukturierung eingebettet ist, mit der
Bedeutung der Strukturierung gleichgesetzt.

4. Die Beschreibung des Strukturierens wird gleich der Angabe von Anwend-
barkeits- und Abschlussbedingung (Wann), der Strukturierung (Wie)
und der Konsequenz festgelegt (Abschnitt 2.4). Damit beschreiben die
Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz und Abschluss-
bedingung gerade die Bedeutung der Strukturierung.

5. Zur Erklarung der Entwicklung der algebraischen Expertise beim Verein-
fachen von Termen und Losen von Gleichungen bieten sich Vom-Prozess-
zum-Objekt-Ansétze (Abschnitt 2.5.4) und alternative, semiotisch-prag-
matische Ansétze (Abschnitt 2.5.5) an. Welche dieser Ansétze sich zur
Beschreibung der Entwicklung des Strukturierens eignen, kann erst nach
den empirischen Studien (Kapitel 4 und 5) geklért werden.
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Inhalt dieses Kapitels ist die Beschreibung und Begriindung des Designs der
empirischen Studien, die in Kapitel 4 und 5 vorgestellt werden. Die Uberle-
gungen schliefen an die Erkenntnisse aus Kapitel 2 an. Ausgangspunkt je-
nes Kapitels war die Forschungsfrage nach der theoretischen Fundierung und
Entwicklung des Begriffs des (individuellen) Strukturierens und der Struktu-
rierung eines algebraischen Ausdrucks. Diese Frage wurde prézisiert, indem
eine semiotisch-pragmatische Sichtweise eingenommen wurde. Dann liegt das
Interesse auf den materiell gegebenen Zeichen im algebraischen Ausdruck und
darauf, wie eine Person diese handhabt, das heifit, welche Bedeutung sie ihnen
zuweist, wenn sie den Ausdruck im Hinblick auf eine Umformung anschaut.
Diese Handhabung der Zeichen beim ,Lesen” des Ausdrucks wurde in Kapitel
2 als die Herstellung von Beziigen festgelegt und dies gleich dem Strukturie-
ren gesetzt. Strukturieren ist ein Aufeinanderbeziehen der Teile des Ausdrucks
und das Produkt dieses Prozesses ist die Strukturierung. Also lautet die Frage
so: Wie kann die Herstellung solcher Beziige empirisch erfasst werden?

Dieser Prozess des Herstellens von Beziigen ist in Abschnitt 2.4 in Anwend-
barkeitsbedingung, Konsequenz, Strukturierung und Abschlussbedingung zer-
legt. Die Wahl dieser vier Komponenten griindet in der Konzeption der Bedeu-
tung der Strukturierung. Die Anwendbarkeits- und die Abschlussbedingung
beschreiben, wann eine bestimmte Person so strukturiert. Die Strukturierung
beschreibt gerade, wie sie strukturiert. Die Konsequenz ermdoglicht die Erfas-
sung der Abschlussbedingung. Insgesamt beschreiben diese vier Komponenten
den Prozess des Strukturierens, indem sie die Strukturierung und ihre Be-
deutung (,operationalisiert” als Wann und Wie) umfassen. Die hier gewéhl-
te Beschreibung der Bedeutung einer Strukturierung wird als Beschreibung
des Prozesses des Strukturierens verstanden durch die Angabe von Anwend-
barkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz und Abschlussbedingung. So-
mit kann die Frage préazisiert werden: Wie konnen Anwendbarkeitsbedingung,
Strukturierung, Konsequenz und Abschlussbedingung empirisch erfasst wer-
den?

Jede Antwort auf diese Frage hdngt von den konkreten Rahmenbedingun-
gen (Stand der Forschung, Forschungsinteresse etc.) der durchzufithrenden
empirischen Studien ab. Welche Rahmenbedingungen fiir die vorgelegte Ar-
beit entscheidend waren und welche Konsequenzen sich daraus ergaben, sei
nun im Folgenden dargelegt.
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3.1 Wahl der Methode

Am Anfang steht die Kldrung der Methode. Welche Methode bietet sich zur
Erfassung von Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung, Strukturierung und
Konsequenz an? Diese Frage wird aus zwei Perspektiven beantwortet. Ein-
mal aus der Perspektive von entscheidenden Rahmenbedingungen (Abschnitt
3.1.1), einmal aus der Perspektive von eigenen, fritheren Arbeiten (Abschnitt

3.1.2).

3.1.1 Rahmenbedingungen

Folgende drei Rahmenbedingungen sind hier fiir die Wahl der Methode von
entscheidender Bedeutung.

1. Mit der Erfassung von Strukturierungen algebraischer Ausdriicke und
der Prozesse des Strukturierens wird empirisch ein neues Feld eroffnet.
Also dient eine entsprechende Untersuchung der Exploration und Hypo-
thesenbildung.

2. Die Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung, Strukturierung und Kon-
sequenz spiegeln den individuellen Zugang zum Ausdruck. Es geht also
um die Erfassung individueller und damit oftmals unfertiger Konzeptio-
nen und Vorgehensweisen inklusive ihrer jeweils eigenen, inneren Logik.
Eine potentielle Methode muss Antworten auf folgende Fragen ermog-
lichen: Welche Handlungsmuster aktivieren Personen aufgrund welcher
Beobachtungen beim Lesen algebraischer Ausdriicke? Welche Beziige re-
sultieren daraus? Welche Konsequenzen ziehen sie? Wie beurteilen sie
diese?

3. Die Gliederung des Prozesses des Strukturierens in Anwendbarkeitsbe-
dingung, Strukturierung, Konsequenz und Abschlussbedingung bedingt
Daten iiber diese vier Komponenten. Um diese Komplexitat adédquat be-
schreiben zu konnen, miissen die Daten entsprechend differenziert aus-
fallen.

Aufgrund der ersten Rahmenbedingung kommt nur eine qualitative empirische
Untersuchung in Frage. Denn wo die quantitativen Forschungsinstrumente auf
die Uberpriifung von Hypothesen zugeschnitten sind, sind es die qualitativen
auf deren Bildung (Beck & Jungwirth, 1999; Beck & Maier, 1993; Jungwirth,
1998; Lamnek, 2005).

Die zweite Rahmenbedingung legt die Erhebung verbaler Daten nahe. Allein
durch die Beobachtung einer Person, die gerade algebraisch umformt, sind ihre
subjektiven Zugangsweisen zu Termen und Gleichungen nicht rekonstruierbar.
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Denn diese subjektiven Zugangsweisen sind dem Forscher nicht im Voraus be-
kannt, er muss sie eben gerade aus den erhobenen Daten generieren. Also miis-
sen diese Daten Auskunft iiber die ,Wirklichkeitsdefinition* (Lamnek, 2005,
S. 348) der Person geben. Das ist anhand verbaler Daten am einfachsten, da
diese qualitativ am eindeutigsten interpretiert werden kénnen. Genau darum
bietet sich beispielsweise die Messung von Augenbewegungen erst in Folge-
studien an. Erst wenn erste Hypothesen iiber Interpretationen algebraischer
Ausdriicke gewonnen sind, erscheint die Untersuchung ihrer Auswirkungen auf
die Augenbewegungen erfolgsversprechend.

Zusammen legen obige drei Rahmenbedingungen das Durchfiihren von qua-
litativen Interviews nahe. Denn diese liefern verbale Daten und durch gezieltes
Nachfragen konnen differenzierte Aussagen gewonnen werden. Aus den so er-
hobenen Daten sind Riickschliisse auf die je individuellen Behandlungsweisen
der algebraischen Ausdriicke moglich. Damit wird eine Methode ausgezeich-
net, die sich auch in anderen Bereichen als sinnvoll fiir die Erfassung von
individuellen Konstrukten erwies. Beispielsweise nutzte Fischer (2006) Inter-
views zur Rekonstruktion von individuellen Vorstellungen von Begriffen der
linearen Algebra, Striethorst (2002) zur Rekonstruktion von Regelvorstellun-
gen, um pradikative und funktionale Strukturen zuordnen zu kénnen, Sob-
beke (2005) zur Rekonstruktion von Strukturierungen von Punktfeldern und
Wittmann (2003) zur Rekonstruktion von Schiilerkonzepten zu Begriffen der
Analytischen Geometrie.

3.1.2 Eigene frithere Arbeiten

Die vorgelegte Arbeit kann als Weiterfithrung einer eigenen fritheren Arbeit
(Riiede, 2009) verstanden werden. In jener Arbeit wurde untersucht, welche
Bruchtermgleichungen Experten respektive Novizen als dhnlich im Hinblick
auf das Auflosen der Gleichung kategorisieren. Die Hypothese war, dass die ge-
nerierten Kategorien wesentlich durch das Vorwissen bestimmt sind. Verwen-
det wurde ein Sortierverfahren, wo die befragten Personen zwanzig Bruchterm-
gleichungen nach dhnlichen Vorgehensweisen beim Losen gruppieren mussten.
Als Resultat wurden unterschiedliche Kategorisierungen von Experten und
Novizen erhalten. Die Kategorien der Novizen orientierten sich tendenziell
an syntaktischen Merkmalen im Unterschied zu jenen der Experten, die aus-
nahmslos den Verbindungen zwischen Teilen einer Gleichung folgen. Das heifst,
die Kategorien der Novizen orientieren sich eher an Oberflichenmerkmalen,
jene der Experten an Tiefenstrukturen.

Die Unterscheidung in Oberflichenmerkmale und Tiefenstrukturen geht auf
die Studie von Chi, Feltovich und Glaser (1981) zuriick. Insofern konnten die
Resultate von Chi, Feltovich und Glaser (1981) bestétigt werden. Diese Studie
war wegweisend fiir die Experten-Novizen-Forschung, da sie die Begriffe des
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Oberflachenmerkmals und der Tiefenstruktur préagte. Ihr Gegenstand waren
Physikaufgaben und sie untersuchte, wie Experten und Novizen diese Aufga-
ben lesen und dabei die interne Problemreprasentation generieren. Auch Chi,
Feltovich und Glaser benutzten ein Sortierverfahren. In einem zweiten Schritt
nutzten sie aber Interviewtechniken, um den Prozess des Lesens — der Bildung
der internen Problemreprasentation — besser verstehen zu konnen.

Es besteht also eine Analogie zwischen den beiden Forschungsprozessen: So
wie Chi, Feltovich und Glaser Interviews einsetzten, um die Resultate ihrer
Sortierverfahren besser verstehen zu kénnen, verwendet auch die vorgelegte
Arbeit Interviews. Das Sortierverfahren liefert jeweils Kategorien. Diese sind
das Ergebnis eines Prozesses. Bei Chi, Feltovich und Glaser ist es ein Lese-
prozess von Physikaufgaben, hier ist es ein Prozess des Strukturierens von
algebraischen Ausdriicken (was eigentlich auch ein Lesen ist). Genau zur Un-
tersuchung solcher Prozesse eignen sich Interviews.

3.2 Operationalisierung

Die Anwendbarkeitsbedingung, die Strukturierung, die Konsequenz und die
Abschlussbedingung werden aus Interviewdaten rekonstruiert. Zur Planung
der Interviews ist es notig, diese Begriffe in dem Sinne zu operationalisieren,
dass die im Interview zu stellenden Fragen formuliert werden kénnen. Es geht
also um die Kldrung dessen, was im Interview konkret gefragt werden soll.
Die Anwendbarkeitsbedingung einer Strukturierung beschreibt, wann eine
bestimmte Person so strukturiert — und sei es ihres Erachtens nur dazu, um zu
priifen, ob dies zu nutzbaren Konsequenzen fiihrt. Einerseits umfasst die An-
wendbarkeitsbedingung typische Handlungsmuster der Person, beispielsweise,
wie sie algebraische Ausdriicke umformt und wie sie unter den Umsténden,
unter denen die Gleichung zu l6sen ist, reagiert. Teile der Anwendbarkeits-
bedingung werden andererseits auch ad hoc generiert, da die Person die vor-
gelegte Gleichung vermutlich noch nie gelést hat — oder sich nicht mehr im
Detail daran erinnert. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass wesent-
liche Aspekte der Anwendbarkeitsbedingung in der ,Vorgeschichte* der Struk-
turierung sichtbar werden. Diese Vorgeschichte beantwortet die Leitfrage der
Anwendbarkeitsbedingung, namlich, was die Person dazu fiihrte, genau die-
se Strukturierung herzustellen und nicht eine andere. Damit ist sowohl eine
Beschreibung der Chronologie dieser Vorgeschichte gemeint als auch eine Er-
klarung dieser Chronologie — aus Sicht der Person, die strukturierte. In den
Interviews ist also erstens der Denkweg, der zur Strukturierung fiithrte, zu er-
heben. Was machte und dachte die Person, bis sie so strukturierte? Zweitens
sind die Absichten und Ziele, welche die Person verfolgte, zu erfragen. Welche
Absicht verfolgte die Person mit ihrer Strukturierung? Warum hat sie gerade
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diese und nicht eine andere vorgenommen? Macht sie das immer so?

Die Anwendbarkeitsbedingung ist der eine Teil des Wann. Der andere Teil,
die Abschlussbedingung, gliedert sich wiederum in Beschreibung und Erkla-
rung davon, ob und warum die Person an der Strukturierung festhielt oder
nicht. Zur Beschreibung dienen einerseits die Folgehandlungen der Person, zur
Erklarung ihre Beurteilung dieser Folgehandlungen. Zusammen bilden diese
zwei Teile die Operationalisierung der Anwendbarkeitsbedingung. Entspre-
chend sind sie im Interview zu erfragen.

Die Konsequenz kann direkt operationalisiert werden. Sie ist von rein be-
schreibendem Charakter und besteht in den Folgehandlungen inklusive den
durch die Strukturierung ausgelésten Uberlegungen.

Ebenso ist auch die Strukturierung direkt operationalisierbar. Sie besteht
aus den Teilen des Ausdrucks, die aufeinander bezogen werden. In den In-
terviews wurde allerdings nicht direkt danach gefragt. Stattdessen wurde die
Frage gestellt, worauf man geschaut habe. Denn es wurde davon ausgegan-
gen, dass die Interviewten darauf eher eine Antwort geben konnen als auf die
Frage, wie sie die einzelnen Teile aufeinander beziehen. Aus den entsprechen-
den Antworten sowie aus den in aller Regel umfassenden Schilderungen der
Interviewten konnte die Strukturierung im Rahmen der Auswertung oftmals
— aber leider nicht immer — rekonstruiert werden.

3.3 Design der Interviews

Im Folgenden ist beschrieben und begriindet, welche Probanden gewahlt wur-
den (Abschnitt 3.3.1), worauf bei der Konstruktion der Terme und Glei-
chungen geachtet wurde (Abschnitt 3.3.2), welche Interviewtechnik verwendet
wurde (Abschnitt 3.3.3) und welcher Leitfaden sich daraus ergab (Abschnitt
3.3.4).

3.3.1 Probanden

Die Stichprobe wurde aus zweierlei Griinden moglichst vielfaltig angesetzt.
Erstens garantiert eine hohe Vielfalt in der Probandenstichprobe eine repréa-
sentativere Kategorisierung. Denn Lamnek (2005, S. 188-189) konstatiert: ,Ei-
nige wenige abweichende Félle konnen die Theorieentwicklung weiter voran-
treiben als grofe, reprasentative Stichproben, indem sie die Reichhaltigkeit,
Tiefe und Breite der Daten gewéhrleisten (Witzel, 1982).“ Angestrebt war
mehr eine hohe Typizitit als eine hohe Représentativitit. Zweitens braucht
es zur Charakterisierung des Einzelnen sowohl den Vergleich mit dem Gleich-
artigen als auch die Abgrenzung vom Andersartigen. Dies ist besonders bei der
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Bildung von Kategorien wichtig, denn diese miissen sich voneinander trennen
lassen.

Zur Sicherung der Vielfalt wurden Kriterien aufgestellt. Erstens bestand
die Stichprobe aus Experten und Novizen. Die Experten waren jeweils erfah-
rene Mathematiklehrpersonen eines Schweizer Gymnasiums, die insbesondere
iiber ein universitdares Diplom in Mathematik verfiigten und weitere Zusatz-
bedingungen erfiillten. Die Novizen waren Schiilerinnen und Schiiler. Zweitens
wurden bei der Auswahl unterschiedliche Schulen und Leistungsniveaus be-
riicksichtigt. Fiir die Details sei auf die Kapitel 4 und 5 verwiesen.

3.3.2 Form der Interviews

Die Interviews waren aufgabenbasiert (task-based). Insbesondere wurden die
Interviewten zur Nennung von Umformungen aufgefordert, um entweder den
vorgelegten Term zu vereinfachen oder die vorgelegte Gleichung zu 16sen. Es
wurde bewusst von Umformungen und nicht von Strukturierungen gesprochen,
damit die befragten Personen die vorgelegten Ausdriicke tatséchlich hinsicht-
lich des Vereinfachens respektive Losens anschauten. Allerdings wurde nach
der Antwort der befragten Person im Interview immer als Erstes nachgefragt,
worauf man geschaut habe.

Die Konstruktion der vorgelegten algebraischen Ausdriicke orientierte sich
dabei an folgendem Kriterium: Sowohl bei den Novizen als auch bei den Ex-
perten sind Situationen zu erzeugen, in denen sie auch ad hoc Verfahren gene-
rieren miissen und nicht nur blindlings Verfahren ausfiihren. Dieses Kriterium
basierte auf den folgenden zwei Uberlegungen:

1. Die Studie geht von einem Begriff des Experten als adaptiver und nicht
(blof) routinierter Experte aus (Schwartz, Bransford & Sears, 2005). Ein
adaptiver Experte ist dadurch charakterisiert, dass er neuartiges Wis-
sen generieren respektive eine ungewohnte Perspektive einnehmen und
nicht blofs Standardverfahren ausfiithren kann wie der so genannte rou-
tinierte Experte. Also sind den Experten auch unvertraute algebraische
Ausdriicke vorzulegen.

2. Strukturierungen sind in der Auswertung ergiebiger, sobald sie nicht
auf Automatismen beruhen. Die konstruierten Ausdriicke mussten also
keineswegs den entsprechenden Schulstoff reprisentieren, sondern ein-
zig und allein reichhaltige Daten produzieren. Analog forderte Fischer
(2006, S. 69) fiir ihre Studie, dass ,sie sich an den Grenzen der Leistungs-
fahigkeiten der Probanden beweg|t], so dass diese sich auf das unsichere
Terrain ihrer noch nicht gefestigten Vorstellungen begeben®.
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Also waren algebraische Ausdriicke zu konstruieren, welche fiir Experten un-
gewohnt und fiir Novizen neu aber bewiltighar, waren. Die Wahl fiir die ers-
te Studie fiel auf Bruchterme und Bruchtermgleichungen, und zwar aus vier
Griinden. Erstens sind in solchen ,zweidimensionalen Ausdriicken sowohl ho-
rizontale als auch vertikale sowie diagonale Beziige moglich. Das Spektrum
der hergestellten Beziige ist also grofs. Zweitens sollten den Interviewten kei-
ne lapidaren Ausdriicke wie etwa 27 + 3z = 0 vorgelegt werden, sondern
solche, wo Strukturierungsarbeit wesentlich und die Auswertung folglich er-
tragreich ist. Drittens sind Bruchterme und Bruchtermgleichungen mit Stan-
dardverfahren verbunden. Die Addition von Bruchtermen ruft beispielsweise
das Gleichnamigmachen der Nenner hervor oder eine Bruchtermgleichung das
Wegmultiplizieren der Nenner. Es ist daher einfach, algebraische Ausdriicke
zu konstruieren, die auf den ersten Blick ein Standardverfahren evozieren, das
mithsam wird und daher eines zweiten Blicks bedarf, der dann auf einen sim-
plen Trick fithrt. Viertens konnte von der Erfahrung profitiert werden, die in
Riiede (2009) gesammelt wurde. In jener Studie wurde ebenfalls mit Bruch-
termen und Bruchtermgleichungen gearbeitet. Insgesamt folgten auch andere
Studien zur Untersuchung des Strukturierens ganz dhnlichen Kriterien bei
der Konstruktion von Aufgaben, vgl. etwa Bokhove und Drijvers (2010) und
Wenger (1987).

Das Resultat der Aufgabenkonstruktion sind die unten angegebenen sie-
ben Ausdriicke, drei zu vereinfachende Terme und vier nach = aufzulésende

Gleichungen.
2z x
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3r2 — 18 3x3 — 18x
_ = - —
202 — 12 2 —6

Obige Terme und Gleichungen waren Grundlage der ersten Studie (Kapitel
4). Fiir die zweite Studie wurden lineare Gleichungen konstruiert. Einerseits
konnten so auch Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I befragt wer-
den. Andererseits wurde durch den Einbezug eines anderen Gleichungstyps
iiberpriift, inwiefern die Ergebnisse der ersten Studie von den vorgelegten
Bruchtermen und Bruchtermgleichungen abhéngen. Auch die Aufgaben der
zweiten Studie wurden so konstruiert, dass sowohl Novizen als auch Experten
nicht blof ein Standardverfahren verwenden wie etwa das Ausmultiplizieren,
Zusammenfassen und Isolieren der Unbekannten x, sondern dass sie auch ad
hoc nach alternativen Strukturierungen suchen. Die Wahl fiel auf die folgenden
drei Gleichungen:
13(x —6)+15=15

7(16 + 32) = 100 — 3(16 + 3z)

A3z +9) = (Tx — 2) - 18 — 18(7z — 2)

Alle drei Gleichungen sind linear. Die erste kann aber als spezieller Typ be-
griffen werden: Ein Produkt (und zwar 13(x — 6)) ist Null. Sie wurde auch
aus curricularen Griinden berticksichtigt. Die in der zweiten Studie befragten
Novizen waren Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I. Sie waren zum
Zeitpunkt der Befragung nahezu ausschliefslich mit linearen Gleichungen ver-
traut, aufser ein paar wenigen Beispielen von sogenannten ,,Null-Gleichungen*
wie (x + 2)(z —3) = 0 oder 4(2z — 10) = 0. Um zu erheben, wie sie lineare
Gleichungen behandeln, wurde auch eine solch spezielle Gleichung aufgenom-
men, bei der auch die einzelnen Faktoren gleich Null gesetzt werden konnen.
Die Entscheidung fiel auf 13(z — 6) + 15 = 15.

In einem gewissen Sinne orientierte sich diese Wahl am Konzept des Gegen-
beispiels. Beispielsweise votieren Hischer und Lambert (2003, S. 150) dafiir,
neben Beispielen auch Gegenbeispiele als wichtig fiir die Begriffsbildung zu er-
achten, denn ,es gehort unverzichtbar dazu, den Begriffsumfang mit Hilfe von
Beuspielen und Gegenbeispielen exemplarisch zu konkretisieren und abzugren-
zen“. Aus diesem Grund wurden die Sekundarschiilerinnen und Sekundarschii-
ler auch mit einer ,yversteckten Null-Gleichung“ konfrontiert, um vor allem den
Anwendungsbereich ihres Standardverfahrens fiir lineare Gleichungen besser
einschitzen zu konnen.
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3.3.3 Methodisch-technische Aspekte der Interviews

Die erste Studie nutzte die Technik des nachtriaglichen lauten Denkens, die
zweite jene des lauten Denkens. Die Begriindung dieser Wahl ist Gegenstand
dieses Abschnitts.

Bei der Methode des lauten Denkens wird die befragte Person aufgefordert,
wihrend der Aufgabenbearbeitung iiber ihre Gedanken und Uberlegungen zu
berichten (Ericsson & Simon, 1980; Weidle & Wagner, 1982). Im Idealfall be-
ginnt die befragte Person gleich nach der Présentation der Problemstellung
laut zu denken und wird dabei von der interviewenden Person nicht unter-
brochen. Das so entstandene Protokoll bildet das empirische Material. Ein
Vorteil des lauten Denkens ist die Authentizitiit der Gedanken. Die Auferun-
gen der befragten Person sind Bestandteil ihres tatséchlichen Denkwegs. Sie
weisen zudem tendenziell eine relativ hohe Reproduzierbarkeit auf. So berich-
tet Ericsson (2006, S. 227-228) iiber eine Person, die im Abstand von einer
Woche zweimal laut 36 mal 24 vorrechnete. Die beiden Protokolle waren in-
haltlich identisch und sogar im Wortlaut sehr &hnlich. Es ist aber anzunehmen,
dass die Reproduzierbarkeit vom Inhalt und von der Expertise der befragten
Person abhéngt. Beispielsweise ist beim Kopfrechnen und allgemein bei der
mentalen Mathematik das Spektrum der Losungswege riesig, sobald es sich
um unvertraute Situationen handelt (Threlfall, 2002; Proulx, 2013). Ebenso
ist das Fehlerverhalten nicht bei jeder Person konstant (Linchevski & Livneh,
2002; Stahl, 2000; Wittmann, 2013). Aufgrund dieser Fakten ist beim lauten
Denken davon auszugehen, dass nicht alle verbalen Daten immer gleich gut re-
produzierbar sind. Ein entscheidender Nachteil des lauten Denkens ist auch die
Doppelbelastung von Sprechen und Denken. Das laute Denken beeinflusst den
Denkprozess, es kann den Denkfluss behindern und von iiblichen Denkwegen
ablenken. Besonders bei unvertrauten Problemstellungen kann dies hinderlich
sein.

Die in dieser Arbeit vorgestellten zwei Studien nutzten das laute Denken.
Allerdings basierte die erste Studie (Kapitel 4) auf einer Variante davon, ndm-
lich auf dem sogenannten nachtriglichen lauten Denken (Wagner, Uttendorfer-
Marek & Weidle, 1977) respektive ,stimulated recall“ (Lyle, 2003) — vgl. auch
Hadamard (1945) fiir einen fiir die Mathematikdidaktik wegweisenden Einsatz
dieser Technik. Der befragten Person wurde beispielsweise eine Gleichung vor-
gelegt mit der Bitte, eine gewinnbringende Umformung vorzuschlagen. Ent-
scheidend hierbei war die unbeschrinkte Bedenkzeit, welche der Person zu-
gestanden wurde. Erst nachdem die Person einen Vorschlag gemacht hatte,
wurde sie zum Berichten ihrer Uberlegungen aufgefordert, die sie sich wih-
rend der Bedenkzeit gemacht hatte. Der Nachteil eines solchen nachtréglichen
lauten Denkens ist die Unsicherheit iiber die Validitdt der nachtraglich ver-
balisierten Gedanken (Ericsson & Simon, 1980). Beschreibt die Person ihren
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Denkweg korrekt? Der Vorteil ist hingegen die Authentizitat des Denkprozes-
ses wiahrend der Bedenkzeit, der nicht durch den Zwang zum lauten Denken
verfalscht werden kann. Um den Nachteil der mdéglicherweise geringen Vali-
ditdt der verbalen Daten beheben zu kénnen, wurden dann in der zweiten
Studie (Kapitel 5) die Personen zum lauten Denken aufgefordert.

Nach dem lauten respektive nachtraglichen lauten Denken wurden der be-
fragten Person in beiden Studien zu jeder Aufgabe spezifische Fragen gestellt,
um den Denkprozess moglichst umfassend schon wiahrend des Interviews re-
konstruieren zu kénnen. Grundlage dafiir war jeweils ein Leitfaden, der im
folgenden Abschnitt skizziert wird.

Die beiden Studien unterscheiden sich auch in den Hilfsmitteln, welche die
befragten Personen nutzen konnten. In der ersten Studie (Kapitel 4) durften
die befragten Personen keine Hilfsmittel nutzen. In diesem Sinn entstand fiir
die befragten Personen ein Zwang, den vorgelegten Ausdruck anzuschauen und
ihn nicht einfach umzuformen. Analog untersagten auch Chi, Feltovich und
Glaser (1981) in ihren Interviews die Benutzung von Papier und Bleistift. Der
Verzicht auf Papier und Bleistift sollte zu einem @hnlichen Anschauen wie bei
einem Sortierverfahren fiihren. Die Interpretation des vorgelegten Ausdrucks
in der Form der hergestellten Beziige ist dabei wichtig und genau diese waren
Untersuchungsgegenstand. In der zweiten Studie (Kapitel 5) waren hingegen
Papier und Bleistift zugelassen.

3.3.4 Leitfaden

Alle Interviews waren halbstrukturiert. Der Leitfaden der beiden Studien war
dhnlich, aber nicht gleich. Zu Beginn der Interviews wurde die befragte Person
iiber den Interviewverlauf und die Rahmenbedingungen informiert. In der ers-
ten Studie wurde sie beispielsweise {iber das Verbot jeglicher Hilfsmittel oder
die beliebig lange Bedenkzeit aufgeklédrt. Nach solchen Erklarungen wurde die
erste Aufgabe vorgelegt. In der ersten Studie war dies ein Bruchterm, verbun-
den mit der Aufforderung, sich eine vereinfachende Umformung zu iiberlegen.
Die anschliefende Bedenkzeit bewegte sich im Rahmen von etwa zwei Sekun-
den bis zwei Minuten, abhéngig von der Person und vom Ausdruck. Sobald
die Person einen Vorschlag gemacht hatte, wurde sie zur nachtréglichen Schil-
derung ihrer Gedanken aufgefordert, die zu diesem Vorschlag gefiihrt hatten.
In der zweiten Studie wurde der Person analog eine nach x aufzulésende Glei-
chung mit der Bitte vorgelegt, zu sagen, was man sieht. Hier begann die Person
direkt, laut zu denken. Unterbrach sie ihren Bericht ldnger als drei Sekunden,
folgte eine Bitte, ihre Uberlegungen zu verbalisieren zu versuchen.

Nach dieser ersten Phase wurden spezifische Fragen gestellt, um die ge-
schilderten Gedanken und Beobachtungen anzureichern und den Denkweg ge-
meinsam préziser zu rekonstruieren. Dieses Nachfragen diente dem Sammeln

72



3.4 Auswertung

von Informationen iiber die Anwendbarkeitsbedingungen, Beziige, Konsequen-
zen und Abschlussbedingungen der berichteten Strukturierungen. Wenn no-
tig, wurde die befragte Person auch gebeten, ihre vorgeschlagene Umformung
weiterzuverfolgen — um zum Beispiel Auskunft iiber etwaige Abschlussbedin-
gungen zu erhalten.

Mit dieser Phase der gemeinsamen Rekonstruktion der hergestellten Struk-
turierung endete in der ersten Studie die Befragung zum vorgelegten Bruch-
term. Dann folgte der zweite und dritte Bruchterm. Schlieflich wurden die
vier Bruchtermgleichungen ausgegeben, wobei hier die Frage nach einer ge-
winnbringenden Umformung gestellt wurde. In der zweiten Studie hingegen
wurde nach der Phase der gemeinsamen Rekonstruktion um alternative Um-
formungen der vorgelegten Gleichung gebeten. Es wurde also gezielt nach
einem Perspektivenwechsel gefragt (vgl. Details im Kapitel 5). Erst nachdem
die damit verbundenen Strukturierungen gekléart waren, ging man zur zweiten
und dann zur dritten Gleichung {iber. Im Schnitt dauerte in beiden Studien
ein Interview etwa 50 Minuten.

3.4 Auswertung

Die Auswertung folgte grundsétzlich der zusammenfassenden Inhaltsanalyse
(Mayring 2003, S. 59-76) und nutzte fiir die konkrete Ausfiihrung zusétzlich
auch Techniken, die im Rahmen des Konzepts der didaktischen Rekonstrukti-
on entwickelt wurden, wie etwa in Gropengiesser (2007, S. 142-147) beschrie-
ben. Im ersten Schritt wurden alle Passagen transkribiert. Weil die Interviews
in Schriftdeutsch durchgefiihrt wurden, mussten keine Dialekte bereinigt wer-
den. Satzbaufehler wurden iibernommen. Das so entstandene Wortprotokoll
wurde nach den Transkriptionsregeln in Gropengiesser (2007, S. 147) kommen-
tiert. Zur Illustration sei ein Auszug aus einem Transkript gegeben. Thema
war die Gleichung (}l — %) mat4d = ﬁ, I steht fiir die interviewende
Person, S fiir die befragte Schiilerin.

I Wie haben Sie die Gleichung gelesen?

S Zuerst habe ich die Klammer angeschaut. Dann ;11 — 4. Habe iiberlegt,
ob ich die 4 wegstreichen kénnte. Dachte, ja, so — — —

I Was wiirde dann stehen, wenn Sie die 4 wegstreichen kénnten?
S1—ux.

I Alleine. Ja.
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S Aber das geht ja nicht, weil das in Viertel aufgeteilt ist und die x eine
beliebige Zahl sein kann. Und das sind dann so viele Anzahl Viertel und
nicht so viele Anzahl Ganze. Das wéire dann falsch. Habe gedacht, nein,
kann man nicht, lasse ich mal stehen.

I Suchen Sie eigentlich immer nach Gleichheiten innerhalb einer Glei-
chung?

S Ja (lacht).

I Ist das immer so?

S Ja.

I Das konnen irgendwelche Gleichheiten sein?

S Ja.

I Haben Sie auch eine Strategie, die Sie verfolgen mit diesen Gleichheiten?

S Ja, das Wegstreichen. Aber das ist immer so eine heikle Sache.

I Und warum wollen Sie es so machen?
S Weil es dann einfacher wird.

Im zweiten Schritt wurden die Transkripte geordnet und dann redigiert. Ei-
nerseits bestand dieses Ordnen im Identifizieren der wesentlichen Strukturie-
rungen. Pro befragte Person und Aufgabe wurden im Schnitt zwei bis drei
Strukturierungen als zentral identifiziert. Andererseits wurden die Transkrip-
te ,aufgebrochen* Fiir jede zentrale Strukturierung wurde nach Informatio-
nen iiber die Anwendbarkeitsbedingung, die hergestellten Beziige, die Konse-
quenz und die Abschlussbedingung gesucht. Das fiihrte zu einem Umstellen
der Transkripte so, dass fiir jede Strukturierung das Schema in Abschnitt 2.4.2
mit entsprechenden Passagen so weit wie moglich ausgefiillt werden konnte.
Dabei wurden gewisse Passagen gegebenenfalls mehreren Stellen zugeordnet.
Beispielsweise waren einzelne Passagen relevant fiir mehr als eine Strukturie-
rung oder sie waren bei der Bedeutung einer Strukturierung etwa sowohl fiir
die Konsequenz als auch fiir die Abschlussbedingung wichtig. Zu erwahnen ist,
dass dieser Schritt des Ordnens ein Interpretieren ist. Nicht nur das Zuord-
nen der Passagen zu den einzelnen Stellen ist eine Frage der Interpretation,
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sondern auch das Einteilen in wichtige und unwichtige Information. Denn be-
stimmte Interviewausschnitte wurden keiner Strukturierung zugeordnet. Zum
Beispiel machten einige Experten Angaben zum Definitionsbereich der vorge-
legten Ausdriicke. Die entsprechenden Aussagen wurden beim Ordnen aber
nur dann beriicksichtigt, wenn sie explizit das Strukturieren im Hinblick auf
das Umformen beeinflussten.

Der dritte Schritt war das Redigieren der zugeordneten Passagen. Fillwor-
ter und -sdtze sowie unmittelbare Wiederholungen wurden gestrichen. Die
im Wechselspiel zwischen interviewende und interviewte Person entstandenen
Passagen wurden in eigenstédndige Aussagen der interviewten Person transfor-
miert. Diese Aussagen wurden dann grammatisch gegldttet und, falls bedeu-
tungsgleich, gebiindelt. Dabei wurde auf einen authentischen Wortlaut geach-
tet. Die so erhaltenen Anwendbarkeitsbedingungen, Strukturierungen, Konse-
quenzen und Abschlussbedingungen bildeten die Basis der Kategorienbildung.
Obiger Interviewausschnitt fiihrte beispielsweise zum folgenden Schema:

Anwendbarkeitsbedingung: ,Zuerst habe ich die Klammer angeschaut. Dann
}L — 7. Habe iiberlegt, ob ich die 4 wegstreichen konnte.” Ich suche zuerst
immer nach Gleichem, ,weil es dann einfacher wird“. Meine Strategie ist
das ,Wegstreichen, aber das ist immer so eine heikle Sache®.

Strukturierung: Bezug zwischen den beiden gleichen Nennern.
Konsequenz: Wenn ich die beiden 4 wegstreichen wiirde, dann stéande 1 — x.

Abschlussbedingung: | Aber das geht ja nicht, weil das in Vierteln aufgeteilt
ist und die x eine beliebige Zahl sein kann. Und das sind dann so viele
Anzahl Viertel und nicht so viele Anzahl Ganze. Das wére dann falsch.
Habe gedacht, nein, kann man nicht, lasse ich mal stehen.“

Dabei sind wortliche Interviewpassagen in Anfiihrungs- und Schlusszeichen
gesetzt. Die restlichen Wendungen sind Paraphrasierungen von Interviewpas-
sagen. Insgesamt entspricht ein derart ausgefiilltes Schema den geordneten und
redigierten Aussagen im Sinne von Gropengiesser (2007) und ist im Folgenden
auch so bezeichnet.

Im vierten Schritt wurden jene Verfahren identifiziert, die von den Novizen
und Experten explizit beschrieben wurden (vgl. Kapitel 4 und 5). Diese Infor-
mation war vor allem fiir die Kategorisierung im fiinften Schritt wichtig, da
sie die Interpretation mancher Anwendungsbedingung, Strukturierung, Kon-
sequenz und Abschlussbedingung erleichterte. Mogliche implizite Vorgehens-
weisen wurden nicht als Verfahren behandelt, obwohl gerade Fehler teilweise
auf algorithmisierbaren, falschen Prozeduren beruhen. Die Interviews waren
aber nicht auf die Klarung dieser Frage ausgerichtet.
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Diese vier Auswertungsschritte waren in beiden Studien dieselben. Der fiinf-
te Schritt hingegen diente in der ersten Studie der Bildung eines Kategorien-
systems und in der zweiten (blof) dem Einordnen in Kategorien (und allfalli-
gem Prézisieren und Ergénzen der Kategorienbeschreibung). Bei der indukti-
ven Bildung von Kategorien des Strukturierens wurde dabei folgendermafen
vorgegangen: Zuerst wurden typische Strukturierungen ausgelesen, die als An-
kerbeispiele dienten und deren Merkmale explizit gemacht wurden. Vorlaufi-
ge Kategorien entstanden. Danach wurde untersucht, inwiefern die restlichen
Strukturierungen diesen Kategorien zugeordnet werden kénnen, wodurch die
vorlaufigen Kategorien teilweise revidiert werden mussten. Dieses Wechselspiel
zwischen der Bildung von Kategorien und der Zuordnung der Strukturierun-
gen dauerte so lange, bis moglichst viele Strukturierungen zugeordnet werden
konnten und die Kategorien die Menge der Strukturierungen moglichst ,ange-
messen” charakterisierten. Zur Einschitzung dieser Angemessenheit wurde das
Kategoriensystem mit bestehenden mathematikdidaktischen Theorien zum al-
gebraischen Umformen verglichen. Das Resultat in Form von vier Kategorien
ist in Kapitel 4 vorgestellt. Eine Erganzung der Kategorienbeschreibung ist in
Kapitel 5 gegeben.

Zu erwihnen ist, dass jene Strukturierungen, die der Ausfithrung eines Ver-
fahrens dienten, fiir die Kategorienbildung wenig ergiebig waren. Sie waren
wie erwartet schwieriger in einzelne Kategorien aufzuteilen. Die Verfahren
gaben so stark vor, wie die Teile eines Ausdrucks aufeinander zu beziehen
sind, dass eine qualitative Unterscheidung der entsprechenden Strukturierun-
gen aufgrund der verbalen Daten nicht immer eindeutig durchzufiihren war
und sie daher auch nicht in jedem Fall kategorisiert werden konnten. Das war
aber nicht problematisch, weil das Ziel der ersten Studie die Kategorienbildung
und nicht die vollstandige Kategorisierung der Bezilige war.

Dieses Kategoriensystem wurde dann durch die fiinfte Studie validiert, in-
dem die dort vorgenommenen Strukturierungen kategorisiert wurden. Ziel war
die Uberpriifung, inwiefern es weitere Kategorien zu postulieren gilt, inwie-
fern die Kategorienbeschreibung vollsténdig ist und inwiefern die in der ersten
Studie generierten Kategorien von den ausgewihlten Aufgaben unabhéngig
sind. Dazu wurde untersucht, ob sich die in der zweiten Studie identifizierten
Strukturierungen diesen vorgegebenen Kategorien zuordnen lassen.
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Bruchtermgleichungen

In der ersten Studie wurden Experten und Novizen iiber ihren Prozess des
Strukturierens von Bruchtermen und Bruchtermgleichungen im Rahmen von
Interviews befragt. Das Ziel der Studie ist eine moglichst umfassende empiri-
sche Beschreibung dessen, wie Experten und Novizen Bruchterme und Bruch-
termgleichungen strukturieren. Die explizite Forschungsfrage gliedert sich in
drei Teile:

1. Welche Kategorien von Prozessen des Strukturierens von Bruchtermen
und Bruchtermgleichungen lassen sich empirisch begriinden?

2. Strukturieren zwei Experten denselben Bruchterm respektive dieselbe
Bruchtermgleichung gleich oder unterschiedlich?

3. Worin unterscheiden sich die von Experten und Novizen vollzogenen
Prozesse des Strukturierens?

Die erste Frage untersucht die empirische Auspriagung des Prozesses des Struk-
turierens respektive der Bedeutung der Strukturierung. Insbesondere interes-
sieren die unterschiedlichen Typen respektive Kategorien. Zu erwahnen ist,
dass die Bildung solcher Typen sicher abhéngig davon ist, ob ein Experte
oder ein Novize interviewt wird. Daher interessiert auch, inwiefern sich Ex-
perten und Novizen beim Strukturieren unterscheiden. Das ist in der dritten
Frage explizit formuliert.

Der Einbezug von Experten und Novizen hat zwei Griinde. Erstens garan-
tiert dies eine hohe Varianz in der Stichprobe und somit eine mdoglichst hohe
Typizitiat der einzelnen Fille, wie in Abschnitt 3.3.1 dargelegt ist. Zweitens
ist der Vergleich von Experten und Novizen interessant, weil in der Literatur
wenig und zudem kontrovers dariiber diskutiert wird, inwiefern sich Exper-
ten und Novizen beim algebraischen Umformen unterscheiden. Die wenige
Forschung, die es in diesem Bereich gibt, schreibt den Experten eine hohe
Flexibilitat zu. Es ist aber unklar, inwiefern die Experten diese Flexibilitét
beim alltdglichen Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen auch
tatsdchlich nutzen (Star & Newton, 2009). Einerseits ist in Cortes (2003) be-
richtet, wie die interviewten Experten ihre algebraischen Umformungen ganz
spezifisch auf die vorgelegten Aufgaben anpassten. Andererseits stellt Lewis
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(1981, S. 107) lakonisch fest, nachdem er die algebraischen Umformungen von
seinen Experten ausgewertet hatte: “From a natural history standpoint, the
experts are disappointing. They don’t just look at problems and write down
the answers. They occasionally have a flash of insight, but so do other solvers.
They make mistakes.” Daher ist die dritte Frage besonders interessant, in-
wiefern die Experten die vorgelegten Bruchterme und Bruchtermgleichungen
gleich oder anders behandeln als die Novizen.

Ebenso offen wie inkonsistent ist das Bild, welches die Literatur bei der
Frage nach der Homogenitat der Expertenlosungswege zeichnet. Wahlen Ex-
perten jeweils den gleichen Losungsweg respektive, auf die Thematik hier be-
zogen, strukturieren sie gleich? Gerade weil in dieser Arbeit die Individualitét
des Strukturierens im Vordergrund steht, ist es von Interesse, inwiefern selbst
Experten unterschiedlich strukturieren. Die Literatur gibt darauf keine Ant-
wort. Allerdings liegen ein paar wenige Studien aus anderen Bereichen vor. So
sind beispielsweise in Chi, Feltovich und Glaser (1981) erstaunlich homogene
Problemreprésentationen bei den Experten dokumentiert. Ebenso ist in Star
und Newton von einer nahezu ,besten” Strategie berichtet, worin die Urteile
der Experten iibereinstimmen (denen sie aber beim Umformen nicht immer
auf Anhieb folgen). Im Gegensatz dazu schreibt Dowker (1992, S. 53) iiber
ihre Untersuchung der numerischen Abschétzungsstrategien von Mathema-
tikern: “The most striking result of this investigation was the number and
variety of specific estimation strategies used by mathematicians.” Jede dieser
Studien hat jeweils anders gefragt und folglich sind ihre Resultate nur bedingt
vergleichbar. Trotzdem belegen sie den Klarungsbedarf, inwiefern zwei Exper-
ten gleich respektive unterschiedlich strukturieren. Aus diesem Grund ist die
zweite Forschungsfrage duferst relevant.

Der Hauptteil dieses Kapitels besteht in der Darstellung und Illustration
der Resultate dieser ersten Studie, insbesondere des Kategoriensystems. Die
Studie ist in Riiede (2012¢, 2013) publiziert inklusive der Beschreibung der
Methode und der Darstellung der Resultate. Zum Teil bleiben die folgenden
Abschnitte nahe an diesen Publikationen. Vorrangig seien nun aber zuerst jene
methodischen Details aufgefiihrt, welche in Kapitel 3 unausgefiihrt blieben.

4.1 Methode

Befragt wurden Experten und Novizen. Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben,
waren die Interviews halbstrukturiert und aufgabenbasiert. In Abschnitt 3.3.2
sind die benutzten Bruchterme und Bruchtermgleichungen vorgestellt. Insge-
samt nahmen 12 Novizen und 12 Experten an der Untersuchung teil.

Die Novizen (6 weiblich, 6 ménnlich) waren 15- bis 17-jahrig und im 9. oder
10. Schuljahr. Sie hatten im Schnitt schon zwei bis drei Jahre Algebraunter-
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richt besucht und Terme, lineare Gleichungen, Faktorisieren von Polynomen,
Vereinfachen von Bruchtermen und Losen von Bruchtermgleichungen behan-
delt. Als Schultyp wurden Schweizer Gymnasien ausgewahlt. Diese bereiten
vorwiegend auf ein universitires Studium vor und betonen daher die Algebra
stark. Drei verschiedene Gymnasien wurden bestimmt. Zwei Novizen belegten
den musischen Schwerpunkt, vier den Schwerpunkt in Wirtschaft und Recht
und sechs den mathematischen Schwerpunkt. Alle Novizen hatten im Mathe-
matikunterricht Priifungen zum Thema Bruchterme und Bruchtermgleichun-
gen abgelegt. Geméf ihren Mathematiklehrpersonen hatten dabei vier der
ausgewdhlten Novizen ungeniigende bis knapp geniigende Noten erzielt, vier
mittlere Noten und die restlichen vier exzellente Noten. Die Teilnahme am
Interview war freiwillig.

Die Experten waren 12 Schweizer Mathematiklehrpersonen am Gymnasium
(1 weiblich, 11 ménnlich). Sie besaken alle ein Universitédtsdiplom in Mathema-
tik, ein Lehrdiplom in Mathematik und mindestens fiinfjéhrige Unterrichts-
erfahrung am Gymnasium. Dariiber hinaus verfiigten sie iiber Zusatzquali-
fikationen als Mathematikdidaktikdozenten an einer Hochschule (4), hatten
promoviert (2), waren Lehrbuchautoren (1) oder sie waren in die berufsprak-
tische Ausbildung der Lehramtsstudierenden involviert (5). Die Teilnahme am
Interview war freiwillig.

Alle Novizen wurden an ihrer Schule interviewt. Die Experten kamen fiir
die Interviews an die Universitéat Ziirich. Die Interviews wurden aufgezeichnet
und anschliefsend, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, ausgewertet.

4.2 Resultate

Vier Kategorien von Strukturierungen konnten empirisch identifiziert werden:
Den Ausdruck optisch einfacher machen, ihn dndern, ihn umstrukturieren oder
seine Klassifizierungen erforschen. Im Folgenden wird fiir jede Kategorie ein
Ankerbeispiel gegeben. Anschliefend werden die Kategorien detailliert um-
schrieben. Um die Ankerbeispiele moglichst gut miteinander vergleichen zu
konnen, beziehen sie sich alle auf die Bruchtermgleichung

202 4+ 302?12z + 18
dr+6  8r+12°

Wenn Betrachtungen des Definitionsbereichs mal aufser Acht gelassen werden,
lassen sich bei dieser Gleichung die Nenner schnell wegmultiplizieren, da sie
sich nur um den Faktor 2 unterscheiden. Das Wegmultiplizieren der Nenner
fiilhrt auf die kubische Gleichung 4023 + 6022 = 12z + 18. Dieser Weg ist
am Standardverfahren des Gleichnamigmachens und Wegmultiplizierens der
Nenner orientiert. Nichtsdestotrotz lisst sich 4023 + 6022 = 12z + 18 durch
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Faktorisieren der linken wie der rechten Seite l6sen. Einfacher ist aber, direkt
am Anfang sowohl den linken als auch den rechten Bruch intern zu kiirzen,
was sofort auf 5z = 3 fiihrt.

4.2.1 Kategorie 1: Optisch einfacher machen

Novizell (weiblich) zog zu Beginn keine Verfahren in Betracht. Sie stellte
mehrere Strukturierungen her, eine davon ist durch die folgenden geordneten
und redigierten Interviewpassagen illustriert.

Anwendbarkeitsbedingung: ,Das oben (zeigt auf die Zdhler links). Es sind
hohe Zahlen, es sind Exponenten. [...| Zuerst wollte ich etwas addieren
[...] 20 und 30 [...] aber das geht ja nicht.“ Dann bin ich nach rechts.

Strukturierung: .12z und 12, das ist einfacher |...] darf ich das jetzt teilen?”
Konsequenz: ,8x und 18, das kann man nicht teilen oder so.”

Abschlussbedingung: ,Es hat mich genervt |...| ich weiss! nicht, was ich wie
rechnen muss |...] Ich habe einfach das, es macht mir immer Probleme,
das wegzukiirzen, und daher wollte ich es umgehen.”

Novizell schlug dann vor, iibers Kreuz zu multiplizieren. Sie erklérte, dass
man damit ,einfach unter dem Strich so viel wie moglich wegbringen* kann.

Kategorie

Novizell behandelte den Zihler 2023 + 302% zuerst als Prozess (Abschnitt
2.5.1). Sie wollte addieren. Dariiber wohl unsicher, bezog sie Gleiches aufein-
ander, um den Ausdruck einfacher aussehen zu lassen, denn Sie behandelte
% ahnlich wie eine Analphabetin einen Schriftzug. Eine Analphabetin
findet grafische Gemeinsamkeiten in Schriftziigen wichtig. Analog fokussierte
Novizell in % auf syntaktisch Gleiches. Gleiche — oder zumindest dhn-
liche — Teile bildeten die Relata des Bezugs. So bezog sie 12z auf 12. Der
Bruchstrich bewirkte, dass Novizell die beiden 12 im Sinne einer Division
aufeinander bezog. Das hétte ein schones Ergebnis zur Folge gehabt und hét-
te dann einfacher ausgesehen. In diesem Sinne hoffte Novizell auf eine opti-
sche Vereinfachung, indem sie versucht einen Prozess (ndmlich die Division)
moglichst einfach auszufiihren.

Dann machte sich Novizell die Konsequenz ihrer Strukturierung klar. Weil

sie 12z und 12 aufeinander bezogen hatte, blieben in ?X—j_ﬁs noch die beiden

LAlle Interviewpassagen der vorgelegten Arbeit orientieren sich an der schweizerischen
s-Schreibung
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Terme 18 und 8z iibrig. Daher bezog sie diese aufeinander. Wieder orientierte
sich Novizell am Bruchstrich — dem damit verbundenen Prozess des Dividie-
rens — und untersuchte, inwiefern 18 durch 8 teilbar ist. Sie erkannte, dass die
beiden Zahlen nicht einfach miteinander dividiert werden konnen.

Daher konnte Novizell den Bruch % durch dieses ,diagonale Dividie-
ren“ (in der Abschlussbedingung spricht Novizell von ,Wegkiirzen®) nicht so
bearbeiten, dass er dann optisch einfacher ausgesehen hétte. Also verwarf sie
diese Strukturierung. Die in der Abschlussbedingung zitierte Passage doku-
mentiert das Ringen von Novizell um korrekte Regeln, nach denen algebrai-
sche Zeichen kombiniert werden diirfen. Im zweiten Teil zeigt die Aussage ,es
macht mir immer Probleme, das wegzukiirzen, und daher wollte ich es umge-
hen“ dass sie um dieses Ringen weifs. Offenbar traut sie ihren ,Privatschemata‘
(Malle, 1993, S. 176) nicht.

Aufgrund dieser Unsicherheit entschied sich Novizell zur Kreuzmultiplika-
tion. Fiir Novizell scheint die Grofse ihrer Unsicherheit ein Kriterium fiir das
Akzeptieren oder Verwerfen von Strukturierungen zu sein. Bei obig beschrie-
benen Strukturierungen war sich Novizell unsicher iiber deren Korrektheit.
Folglich verwarf sie diese Strukturierungen. Umgekehrt gab ihr die Erinnerung
an den Mathematikunterricht Sicherheit beim Vorschlag, iiber das Kreuz zu
multiplizieren. Denn im Interview rechtfertigte sie dieses Verfahren mit der
Bemerkung: ,Wir haben mal ein Thema gehabt |[...]*.

Wichtig zu erwéhnen ist, dass in diesem Fall das Vornehmen der optisch
evozierten Strukturierung ihren Sinn hatte. Denn erst nachdem Novizell all
diese Strukturierungen verworfen hatte, war sie bereit, ein Verfahren in Be-
tracht zu ziehen.

4.2.2 Kategorie 2: Andern

Novize3 (weiblich) &nderte als Erstes die Gleichung, wie die folgenden geord-
neten und redigierten Interviewpassagen belegen.

Anwendbarkeitsbedingung: ,Die Zahlen [sind| ziemlich unterschiedlich [...]
und doch irgendwie alle gerade.

Strukturierung: Also zuerst fiel mir die 42+6 auf. . Das ist eigentlich dasselbe
wie das (zeigt auf 12z + 18), mit einer 3 ausgeklammert.*

Konsequenz: Hier (zeigt auf 2023 + 302?) wiirde ich ganz bestimmt die z?
noch ausklammern und danach, zuerst mal hier auch (zeigt auf 8x+12)
die 4, ausklammern, ja, 2z + 3, und hier (zeigt auf die 202> + 302?) die
10 ausklammern, gibt auch 2z + 3.

Abschlussbedingung: ,Dann habe ich iiber das Kreuz denselben Inhalt in
den Klammern.®
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Auf die Nachfrage im Interview, ob sie sich schon Gedanken iiber den néchsten
Schritt gemacht habe, iiberlegte Novize3 nahezu eine halbe Minute. Dann
schlug sie vor, ,gleichnennrig“ zu machen und leitete so eine Strukturierung
ein, die sich am Standardverfahren orientierte.

Kategorie

Das Ziel von Novize3 war die Anderung und nicht (in erster Linie) die Lésung
der Gleichung. Das in der Anwendbarkeitsbedingung festgehaltene Merkmal
der geraden Zahlen schien Anlass fiir das Ausklammern von Nenner und Zah-
ler zu sein. Dabei meinte Novize3 mit Ausklammern wohl das Suchen von
gleichen Klammern, wie sie in der Abschlussbedingung vermerkte. Dieses Su-
chen leitete dann das Strukturieren. So suchte Novize3 nach Vielfachen und
gleichen Teilern.

Vermutlich fithrten die Spezifika der gegebenen Zahlen dazu, dass Novize3
zuerst den linken Nenner auf den rechten Zéhler bezog. Die Strukturierung
bestand in der Behandlung von 12z + 18 als das Dreifache von 4x 4 6. Da-
nach suchte sie nach gemeinsamen Klammerfaktoren in der Diagonalen von
links oben nach rechts unten. Sukzessive bezog sie in 2023 + 3022 die bei-
den z-Potenzen aufeinander, in 8x + 12 die beiden Koeffizienten und ebenso
die beiden Koeffizienten in 2023 + 3022. Durch diese Beziige identifizierte sie
gemeinsame Teiler, was schliefslich im gemeinsamen Faktor 2x + 3 resultierte.

Als Novize3 ,jiiber das Kreuz denselben Inhalt in den Klammern* erkannte,
war die Aufgabe bearbeitet. Sie hatte das von ihr erkannte Verfahren des
Suchens von gleichen Klammern abgeschlossen, die Gleichung war geéndert.
Der Zweck der Strukturierungen dieser Kategorie ist also genau der, dass sie
dem Ausfithren von Verfahren dienen. Sfard (2008, S. 237) spricht in diesem
Zusammenhang von ,Handlungen, die Objekte dndern*.

4.2.3 Kategorie 3: Umstrukturieren

Novize2 strukturierte geméfs dem Verfahren des Wegmultiplizierens der Nen-
ner. Als Konsequenz lag dann mental der Zwischenschritt 402® + 6022 =
12x + 18 vor. Die folgenden redigierten und geordneten Interviewpassagen
zeigen, wie Novize2 dann so zu strukturieren begann, dass sie fiir sich ein
neues Verfahren zum Losen von 4023 + 6022 = 122 + 18 generierte.

Anwendbarkeitsbedingung: ,Ich habe nicht so gerne, wenn die x in so hohen
Potenzen sind und dann versuche ich wegzunehmen.“ Doch man kann
whier nichts subtrahieren |[...|, das gleich ist, das man wegstreichen kann.
Ich wollte dann einfach mal ,die Zahl irgendwie |...] vereinfachen, weil
die 402°® und die 6022 waren mir einfach zu komische Zahlen®.
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Bezug: In 4023 und 6022 ist in beiden das x und beides sind , Zehnerzahlen®“.
Konsequenz: Dann ,ist [mir| aufgefallen, dass es hier gleiche Teiler hat*.

Abschlussbedingung: ,Dann habe ich ausgeklammert [...| dann werden es
20x?*(2x + 3) und auf der anderen Seite habe ich dann geschaut, ob man
auch ausklammern kann, dann ist es da 6 und es gibt 6(2z + 3) |...]
Dann kann man durch diese 2z + 3 rechnen, weil sie auf beiden Seiten
vorhanden sind.”

Kategorie

Charakterisierend fiir diese Strukturierung ist die Verbindung zweier Struk-
turierungen. In gewissem Sinne arbeitete sich Novize2 von einer additiven zu
einer distributiven Strukturierung der mental vorliegenden Zwischengleichung
4023 4 6022 = 12z + 18. Damit ist Folgendes gemeint: Novize2 behandelte
4023 + 6022 = 122 + 18 zuerst wie eine lineare Gleichung. 4023, 6022, 122 und
18 sind Summanden. Wie in der Anwendbarkeitsbedingung beschrieben, nahm
Novize2 jeweils einen Summanden durch Subtraktion auf die andere Seite der
Gleichung. Das Ziel dabei war — wie bei linearen Gleichungen intendiert —,
Summanden mit gleichen Potenzen in x zusammenzubringen. Doch weil die
Summanden allesamt unterschiedliche Potenzen in x hatten, war dieses Ver-
fahren unniitz. Die additive Strukturierung erwies sich nicht als hilfreich.

Diese Einsicht bewog Novize2 zu einer Umstrukturierung. Sie bezog ndmlich
die Vorfaktoren sowie Potenzen aufeinander. Das war ihre zweite Strukturie-
rung. Nicht mehr das Hin- und Herschieben war wichtig, sondern die Zerlegung
der einzelnen Summanden in Faktoren. In 402 und 6022 bezog sie die beiden
Koeffizienten und die beiden z-Potenzen aufeinander. Das ist mit Blick auf
die gezogenen Konsequenzen eine distributive Strukturierung. Denn so ent-
deckte sie die gleichen Teiler: 40 und 60 sind beide durch 10 teilbar, sogar
durch 20, und 2® und z? durch z2. In der Folge klammerte sie aus. Links
stand 20z%(2x + 3). Nachdem sie auch rechts faktorisierte, stand schlieflich
links und rechts ein Produkt und nicht eine Summe.

Insgesamt behandelte Novize2 die Teile 4023, 6022, 122 und 8 je auf zwei
unterschiedliche Arten. Das erste Mal schob sie sie hin und her, sie versuchte
sie ,wegzunehmen®. Das zweite Mal zerlegte sie sie in Faktoren, 4023 und 602>
waren beispielsweise ,Zehnerzahlen“. Indem sie sagte, dass es ,hier gleiche
Teiler habe, driickt sie aus, dass sie das Produkt der beiden Teiler als den
Summanden des ersten Mals erkennt. Sie begriff also, dass sie das zweite Mal
dasselbe wie das erste Mal umformte.

Die Abschlussbedingung lasst sich bei Novize2 nur indirekt erschlieffen. In-
dem sie die Division durch den gemeinsamen Faktor 2x + 3 erkennt, realisiert
sie den Gewinn der distributiven Strukturierung fiir das Losen der Gleichung.
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Waihrend Novize2 umstrukturierte, generierte sie ein Verfahren, das sie nicht
vorausgesehen hatte. Das wird dadurch belegt, dass Novize2 zuerst die Vor-
faktoren aufeinander bezog. Sie sah den gemeinsamen Faktor 2x + 3 nicht
voraus, sondern erhoffte sich irgendetwas, ,,um die Zahl irgendwie zu vereinfa-
chen”. Durch das Ausklammern wanderte der Fokus von den Vorfaktoren zu
den Klammerfaktoren, die sich dann als gleich erwiesen.

Prozesse des Umstrukturierens scheinen allgemein der Schliissel zur Exper-
tise im Strukturieren zu sein. Denn sie spielen auch in anderen Kontexten eine
zentrale Rolle, beispielsweise beim Strukturieren von Punktfeldern (S6bbeke
2005). Die Autorin dokumentiert, wie es Kindern durch Umdeuten gelingt,
Teile von Punktfeldern als Teile des Ganzen zu sehen.

4.2.4 Kategorie 4: Klassifizierungen erforschen

Experted strukturierte zuerst verfahrenbasiert, er bezog die Nenner aufein-
ander. Bald erkannte er aber die sich abzeichnende kubische Gleichung. Er
verwarf daher die erste Strukturierung und nahm eine zweite vor, wie die
folgenden redigierten und geordneten Interviewpassagen illustrieren.

Anwendbarkeitsbedingung: Ich hatte die Briiche wegschaffen wollen und
das heisst gleiche Nenner erzeugen wollen. Zum Beispiel wenn ich den
Bruch rechts mit 2 kiirze, sehe ich schon im Voraus, dass die Zahler
im Groben etwas Kubisches ergeben. [...| Die Gleichung dritten Grades
hat mich irgendwie gebremst, denn ich hétte mit Faktorzerlegung oder
Lésen oder so weitermachen miissen. Dann erst kam mir eigentlich der
Gedanke, ich konnte ja zuerst die Briiche vereinfachen.“

Bezug: Ich habe dann gesehen, ,,20, 30 zum Beispiel beim ersten Bruch, ste-
hen zueinander im gleichen Verhiltnis wie 4 und 6. Oder, eben 2?® zu 2
wie x zu 1, oder 12 zu 18 wie 8 zu 12.“

Konsequenz: . Im Hinterkopf habe ich, so denke ich, das Ausklammern schon
gesehen.”

Anwendbarkeitsbedingung: | Also das ist der Weg, den ich jetzt einschlagen
wiirde.”

Kategorie

In der Anwendbarkeitsbedingung formulierte Experteb seine erste Lesart der
Gleichung als eine, die durch Wegmultiplikation der Nenner gelost werden
kann. Experteb schéitzte dieses Vorgehen als langwierig ein und suchte daher
nach einer Alternative. Er zog folgende Konsequenz aus seiner ersten Struktu-
rierung: Wenn der Bezug der beiden Nenner aufeinander nichts bringt, dann
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muss der Bruch links wie auch der Bruch rechts einzeln vereinfachbar sein.
Das war seine Vermutung. Im Folgenden strukturierte er so, dass er diese Ver-
mutung verifizieren oder verwerfen kann. In diesem Sinne strukturierte er, um
den Ausdruck zu erforschen.

Aus diesem Grund bezog er dann die Vorfaktoren sowie die z-Potenzen in
% respektive ﬁf—ﬁ aufeinander. Seine Strukturierung besteht aus Ver-
héaltnissen, die er anschliefsend miteinander vergleicht und deren Gleichheit er
erkennt. In der Abschlussbedingung formulierte Experteb diese Erkenntnis ex-
plizit. Offenbar war er sich sehr sicher, dass die Briiche intern gekiirzt werden
konnen. Er nutzte die Strukturierung zur Plausibilisierung seiner Vermutung.

Seine Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung enthalten indirekt ein Ab-
schlusskriterium: Gewahlt wird jene Strukturierung, die auf einen bequemen
(einfachen) Losungsweg fiihrt. Das wird dadurch belegt, dass er das Wegmul-
tiplizieren der Nenner als miihsam eingeschétzt und daher verworfen hatte,
jedoch nicht das interne Kiirzen der Briiche.

Solche Strukturierungen dienen der Entscheidung dariiber, welches Verfah-
ren eine Person aus der Menge der ihr bekannten Verfahren ausfiihren soll.
In diesem Sinne ist das Ziel dieser Strukturierung die Erforschung méoglicher
Klassifikationen der Gleichung: Welches ist der einfachste Losungweg? Das be-
dingt, dass nur jene Personen solche Strukturierungen vornehmen kénnen, die
tiber eine Vielfalt von Verfahren(sideen) verfiigen und nur noch entscheiden
miissen, welches davon sie verfolgen.

4.2.5 Umschreibung der Kategorien

Anhand der Gleichung 20:23;35’32 = ZeE ist im obigen Abschnitt 4.2 je ein

Ankerbeispiel von jeder Kategorie vorgestellt. In Riiede (2012c) sind weitere
vier Ankerbeispiele gegeben, und zwar anhand der Gleichung ( z z

% - 4) iy
4. = ﬁ. Insgesamt illustrieren diese Beispiele die vier Kategorien von
Prozessen des Strukturierens, die in Tabelle 4.1 zusammenfassend dargestellt
sind. Im Folgenden werden diese Kategorien im Detail ausgefiihrt. Dabei wird
auf die Konsequenz jeweils nicht speziell eingegangen, da diese typischerweise
in sich ergebenden Umformungen oder Strukturierungen besteht, die sich tiber
die vier Kategorien hinweg nicht unterscheiden und folglich kein geeignetes

Trennungskriterium darstellen.
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Tabelle 4.1: Vier Kategorien von Prozessen des Strukturierens

Kategorie 1 Kategorie 2 Kategorie 3 Kategorie 4
Den Ausdruck Den Ausdruck Den Ausdruck Klassifizierungen
optisch einfacher dndern umstrukturieren des Ausdrucks
machen erforschen
k2
g Ahnliche Teile Spezifisches Verwerfen einer Vermutung eines
:§ %D Merkmal als Strukturierung moglichen
g Hinweis auf ein Verfahrens
E E Verfahren
Relata: Ahnlich Relata: Durch Relata: Werden zu | Relata: Teilterme
%D aussehende Teile. Verfahren Teiltermen des des Ausdrucks.
g Bezug: Orientiert vorgegeben. Bezug: | Ausdrucks. Bezug: | Bezug: Ermoglicht
g sich an gegebenen Dient allein der Macht eine die Validierung der
§ Operationszeichen, | Ausfiihrung des mathematische Vermutung
& ermoglicht eine ersten Gesetzmafigkeit
optische Verfahrensschritts sichtbar
Vereinfachung
Gefiihl der Das Verfahren Die Strukturierung | Der vermutete
% %0 Sicherheit, dass konnte fihrt zu Losungsweg erweist
% 0 Strukturierung zu durchgefiihrt gewinnbringenden sich als einfach
é E korrekter werden Umformungen
Umformung fiihrt

Kategorie 1: Den Ausdruck optisch einfacher machen

Strukturierungen dieser Kategorie sind wesentlich durch die grafische Erschei-
nung des Ausdrucks bestimmt. Sie orientieren sich nicht an Verfahren oder
mathematischen Gesetzen, sondern an optisch dhnlichen oder gleichen Zei-
chenkombinationen.

Anwendbarkeitsbedingung: Die Person sucht nach optisch Gleichartigem
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4.2 Resultate

Strukturierung: Die Relata sind optisch zusammengehorige Biindel von Zei-
chen, die typischerweise grafisch dhnlich aussehen. Der Bezug orientiert
sich an den Operationszeichen, die in der zweidimensionalen Anordnung
des Ausdrucks zwischen diesen Biindeln stehen.

Abschlussbedingung: Je sicherer sich die Person iiber die Korrektheit der
sich ergebenden Umformungen ist, umso eher hélt sie an der Struktu-
rierung fest.

Die Mehrheit der Strukturierungen dieser Kategorie liefert falsche Umformun-
gen. In der Literatur wird dann beispielsweise von Ubergeneralisierung (Matz,
1982) gesprochen, von Streich- respektive Weglassschemata (Malle, 1993), von
visueller Augenscheinlichkeit (Kirshner & Awtry, 2004), vom Verlangen, die
Ausdriicke ,fertig zu machen* (to finish® them; Tirosh, Even & Robinson,
1998, S. 52) oder von der (erzwungenen) Behandlung des Ausdrucks als Pro-
zess (Abschnitt 2.5.1).

Kategorie 2: Den Ausdruck dndern

Strukturierungen dieser Kategorie basieren darauf, dass der Ausdruck als Be-
fehl verstanden wird. Ein Term wird beispielsweise nur als Verfahren behan-
delt.

Anwendbarkeitsbedingung: Das Ziel ist die Anderung des Ausdrucks. So
fallt der Person ein spezifisches Merkmal auf, das mit einem bestimmten
Verfahren verbunden ist. Dabei kann es sich um ein angemessenes oder
unangemessenes Verfahren oder auch blof um einen Verfahrensschritt
handeln.

Strukturierung: Das Verfahren gibt vor, welche Relata zu wéhlen sind. Diese
Relata bezieht die Person so aufeinander, dass das Verfahren ausfiihrbar
wird. Dabei begreift die Person die Relata als Bestandteile des Verfah-
rens und nicht als Teilterme des Ausdrucks. Andere Teile des Ausdrucks
beachtet die Person in der Regel gar nicht.

Abschlussbedingung: Sobald die Person das Verfahren ausgefiihrt hat, ist
die Aufgabe bearbeitet. Die Strukturierung ist stillschweigend akzep-
tiert, da der Ausdruck nun geéndert ist

Strukturierungen dieser Kategorie basieren auf der Behandlung von Termen
als Verfahren (vgl. Abschnitt 2.5.2). Das Verfahren gibt vor, wie strukturiert
werden soll. Dabei steht am Anfang ein spezifisches Merkmal. Beispielsweise
ruft ein Bruchstrich einen Bezug zwischen den Nennern hervor oder Klam-
mern motivieren multiplikative Bezilige mit dem Ziel des Ausmultiplizierens.
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Solche Strukturierungen fiihren in dieser Kategorie nur zu einer ,,Anderung®,
da die Umformungsschritte nicht auf ihren Gewinn fiir die Losung der Aufga-
be untersucht werden. Wichtig ist die Ausfithrung der Umformung und nicht
die Losung der Aufgabe.

Es ist wertvoll, sich klar zu machen, welche Beziige in einem Ausdruck bei
Strukturierungen der Kategorie 2 keine Rolle spielen. Nehmen wir etwa das
Beispiel der Vereinfachung von 2§f2 — 2+ 5 und stellen uns eine Person vor,
die die Bruchstriche erkennt und sofort gleichnamig machen mochte. Eine
solche Person bezieht nur die beiden Nenner aufeinander. Der Bezug besteht
einzig im Vergleich dieser beiden Nenner. Die Person behandelt 232 —2- 555
blof als Ausdruck mit Nennern. Sie wird beispielsweise nicht registrieren, dass
es sich um eine Differenz handelt, auch werden die Zéahler keine Rolle spielen.
In aller Regel schaut sie diese auch gar nicht an. Einzig der Vergleich der
beiden Nenner interessiert. Wiirde man diese Person im Nachhinein bitten,
den Ausdruck aus dem Kopf aufzuschreiben, kénnte sie vermutlich nur etwas
iiber die beiden Nenner sagen und was sie mit ihnen machen wiirde, mehr

nicht.

Kategorie 3: Den Ausdruck umstrukturieren

Strukturierungen dieser Kategorie sind Umstrukturierungen. Derselbe Aus-
druck wird anders behandelt. Grundlage dafiir ist das Ziel, welches im Losen
der Aufgabe besteht — und nicht nur im Ausfiihren von Umformungen. Denn
mit diesen Strukturierungen gehen Evaluationsprozesse einher, welche die vor-
genommenen Strukturierungen am Gewinn fiir den Losungsprozess messen.

Anwendbarkeitsbedingung: Die Person hat eine erste Strukturierung ver-
worfen, weil sie dem Ziel, die Aufgabe zu l6sen, nicht forderlich war.

Strukturierung: Die Relata werden als Teilterme des Ausdrucks — und nicht
als Bestandteile eines Verfahrens — erkannt. Der Bezug macht eine ma-
thematische Gesetzmafigkeit sichtbar, welche die Person auf diese Weise
entdeckt.

Abschlussbedingung: Sobald die Person auf Konsequenzen aus der Struktu-
rierung geschlossen hat, die zur Losung der Aufgabe fithren, akzeptiert
sie die Strukturierung.

Das Ziel dieser Strukturierungen ist ein anderes als jenes der Strukturierungen
von Kategorie 2. Die Strukturierungen der Kategorie 3 gehen iiber die Kor-
rektheit der Konsequenzen hinaus. Der zusétzliche Punkt ist die Strategie.
Es geht nicht nur darum, korrekte Umformungen auszufiihren, sondern auch
darum, die Aufgabe zu losen. Das heifst, die Umformungen miissen korrekt
und strategisch wertvoll sein.
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Kategorie 4: Klassifizierungen des Ausdrucks erforschen

Strukturierungen dieser Kategorie 4 dienen in erster Linie der Entscheidung
dariiber, welche der moglichen Verfahrensideen verfolgt werden soll.

Anwendbarkeitsbedingung: Die Person vermutet einen Gewinn beim Ver-
folgen einer bestimmten Verfahrensidee. Diese Idee hat sie aufgrund ei-
ner spezifischen Eigenschaft des Ausdrucks im Auge oder aufgrund von
Schlussfolgerungen aus einer verworfenen Strukturierung. Das Ziel ist
nun das Verifizieren oder allfillige Verwerfen dieser Vermutung.

Strukturierung: Als Relata kommen alle Teilterme des Ausdrucks in Frage.
Der Bezug erlaubt es, die Angemessenheit des vermuteten Verfahrens
abzuschéatzen.

Abschlussbedingung: Die Person hélt an der Strukturierung fest, sobald ih-
res Erachtens die Vermutung belegt wird, das entsprechende Verfahren
einfach ausfiihrbar ist und zur Losung der Aufgabe fiihrt.

Strukturierungen dieser Kategorie sind typisch fiir Experten. Sie sind erst
dann wichtig, wenn eine Person iiber mehrere Moglichkeiten zur Losung der
Aufgabe verfiigt. In diesem Fall muss die Person entscheiden, welche Mdog-
lichkeit die beste ist. Genau dazu werden Strukturierungen der Kategorie 4
vorgenommen. Sie schlagen sich im zentralen Merkmal von algebraischer Ex-
pertise nieder, namlich im flexiblen Verhalten (Star & Newton, 2009; Tall &
Thomas, 1991; Thomas, 2008).

4.2.6 Strukturierungen, die sich an Verfahren orientieren

Sowohl Novizen als auch Experten nutzten oft Verfahren. Daher spiegelte sich
in vielen Strukturierungen die Anwendung von Verfahren. Allerdings sind Un-
terschiede bei diesen Strukturierungen festzustellen. Diese Unterschiede wer-
den in diesem Abschnitt vorgestellt.

Es ist informativ, sich zuerst die Vielfalt der verwendeten Verfahren klar
zu machen. Bei den Bruchtermgleichungen konnten folgende Verfahren iden-
tifiziert werden: Wegmultiplikation der Nenner, Kreuzmultiplikation bei Glei-

A

chungen wie & = %, Vereinfachung (z. B. intern kiirzen, zusammenfassen) der

Gleichung von links nach rechts, Wegsubtraktion von % bei Gleichungen wie
A+0b- g = % (zwei Novizen kannten dieses Verfahren aus einer Unterrichts-
einheit, die von mir zusammen mit ihrer Lehrperson konzipiert wurde und
wo u. a. flinf solche Gleichungen vorgestellt wurden, um den Anwendungsbe-
reichs des Wegmultiplizierens der Nenner zu diskutieren). Die identifizierten

Verfahren bei den Bruchtermen waren: Kiirzen des Bruchs, Herstellung der
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Form A — A (denn A — A ist gleich 0), Addition respektive Subtraktion von
Briichen durch Suchen des Hauptnenners.

Wie erwartet waren die verbalen Daten vor allem dann reichhaltig, wenn
die entsprechenden Strukturierungen nicht einfach der Ausfithrung von Ver-
fahren dienten. Solche Strukturierungen konnten allesamt einer der vier Ka-
tegorien zugeordnet werden. Wenn hingegen die Strukturierung stark durch
ein Verfahren bestimmt war, konnte sie nicht immer kategorisiert werden.
Schwierigkeiten bereitete dabei vor allem die Trennung der Kategorien 3 und
4. Denn die verbalen Daten enthielten manchmal zu wenig Information, um
die Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz und Abschlussbe-
dingung geniigend gut umschreiben zu konnen. In jenen Féllen aber, wo die
Kategorisierung einer sich am Verfahren orientierenden Strukturierung gelang,
offenbarten sich die folgenden Unterschiede bei der Anwendung der Verfahren:

Kategorie 1: Dieser Kategorie sind keine Strukturierungen zugeordnet, wel-
che der Ausiibung eines Verfahrens dienten.

Kategorie 2: Strukturierungen dieser Kategorie, die sich an einem Verfahren
orientierten, zeichneten sich durch das Fehlen von evaluierenden Gedan-
ken aus. Diese waren hingegen ein notwendiges Kriterium fiir die Zuord-
nung einer Strukturierung in die Kategorie 3 respektive 4. Das wird of-
fensichtlich bei Novizel0, der die Gleichungl 2%43;3éh2 = 182;:1128 wie folgt
behandelte. Auf die Frage, worauf er zuerst schaute, antwortete er: ,,Also
ich habe geschaut, was muss ich bei diesen Nennern machen, damit sie
gleich sind.“ Das machte Novizel0 bei allen anderen Gleichungen auch.
Bei Gleichungl hatte er ,,12 und 6 gesehen und 4 und 8 und |...] 4 ist die
Halfte von 8 und 6 die Halfte von 12“. Das war seine Strukturierung im
Detail. Daher erweiterte er die linke Seite um 2. Sein Schlussresultat war
18 + 12 + 3022 + 2023. Damit war fiir ihn die Aufgabe bearbeitet. Er
sagte spater, dass er das Gleichheitszeichen ,jirgendwie als Plus gesehen*
habe. Das bestétigt einmal mehr, dass beim Strukturieren der Kategorie
2 einzig jene Teile angeschaut werden, die wichtig fiir die Ausfiihrung
sind. Fiir Novizel0 waren die Nenner wichtig. Unwichtig war, ob es sich
um eine Gleichung oder einen Term handelt.

Kategorie 3: Diese Strukturierungen enthielten immer eine beurteilende Kom-
ponente. Das erlaubte es, sie von den Strukturierungen der Kategorie
2 zu trennen. Allerdings wendeten die Personen die Verfahren relativ
stur an und zeigten wenig erforschende Manipulationen, was die Ab-
grenzung zur Kategorie 4 ermoglichte. Zum Beispiel behandelte Novize2

3 2 . . . .
den Ausdruck 20“21;3&)“’” = 182;”:1128 als eine Gleichung, in der die Nenner

wegzumultiplizieren sind. Daher bezog sie die beiden Nenner aufeinan-
der: ,Das habe ich gesehen, dass das (zeigt auf den Nenner links) halb

90



4.2 Resultate

so viel ist wie das (zeigt auf den Nenner rechts).“ Sie fihrte dann das
Verfahren so aus, wie es im Lehrbuch beschrieben ist: Sie multiplizierte
die Gleichung mit 8z + 12. Wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, knackt
sie sogar die sich ergebende kubische Gleichung. Die beurteilende Kom-
ponente ist hier nur indirekt vorhanden, indem sie am Schluss festhélt,
dass die Gleichung gel6st ist.

Kategorie 4: Auch in jenen Fillen, wo die Experten Verfahren anwendeten,
gingen sie forschend vor. Sobald sie ein Verfahren vermuteten, produ-
zierten sie eine Strukturierung, um die Angemessenheit des Verfahrens
beurteilen zu konnen. Dabei verstanden sie das Verfahren nicht als einen
fixen Plan, sondern passten diesen (allfélligen) Plan immer der Situa-
tion an. Das zeichnete sie aus. Beispielsweise bezog Experteb in der
Gleichung QOC”Efg:”Q = 1823?:1128 die beiden Nenner aufeinander, um die
Angemessenheit des Wegmultiplizierens der Nenner abzuschétzen: ,Al-
lererste Reaktion war, dass mir sehr gut gefallen hat 4x+6 und 8z + 12,
weil die im Verhéltnis 1 zu 2 stehen.“ Das war seine Strukturierung.
Daraus schloss er: ,Somit habe ich vielleicht iiberlegt, dass ich die Brii-
che so vereinfache, dass ich die gleichen Nenner habe, also hier (zeigt
auf den Bruch rechts) 4z + 6. Experteb passte das Verfahren an, er
suchte nicht wie im Lehrbuch — oder wie obiger Novize2 — den kleinsten
gemeinsamen Nenner. Vielmehr stellte er auf einfachste Art und Weise
den gleichen Nenner her, ndmlich, indem er % kiirzte. Zudem zog

er aus der Strukturierung den Schluss, dass das Wegmultiplizieren der

Nenner vorerst weiter verfolgt werden konne. Darauf erkannte er aller-

dings die resultierende kubische Gleichung und verwarf als Folge diese

Strukturierung. Sie erschien ihm als zu miihsam.

Die sich schon hier abzeichnenden Unterschiede zwischen den Strukturierun-
gen der Experten und jenen der Novizen werden dann im Abschnitt 4.2.8
prazisiert.

4.2.7 Die Vielfalt der Experten-Strukturierungen

Jeder Experte strukturierte anders (Riiede, 2013). Diese Vielfalt wird anhand
des Strukturierens von 6’513;?6?”2 illustriert. Denn bei diesem Bruchterm erwartet
man noch am ehesten, dass die Experten gleich strukturieren. Tatséachlich
kiirzten alle Experten, doch jeder anders. Entsprechend unterscheiden sich die
produzierten Strukturierungen. In Folgenden sind nur jene Strukturierungen
angegeben, welche die Experten wahrend der Bedenkzeit vornahmen. Dabei
wird immer nur auf die zentrale Strukturierung fokussiert, damit die Experten
gut miteinander verglichen werden konnen.

Es gab zum Beispiel Experten, die vorwiegend vertikale Bezilige herstellten:
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Experteb

Anwend. Ich schaue ,naturgegeben beim Bruchterm, was ich kiirzen kann.

Strukt. ,Es ist irgendwie dieses Zahlenverhéltnis, 6, 9, 4, 6, wo ich sehe, dass
diese Koeffizienten im Zahler 1.5-mal so gross sind wie im Nenner.*

Kons. ,Und dann habe ich gepriift, ob der [...] Zdhler um den Faktor 2% grésser
ist als der Nenner.“

Abschl. ,Prima vista, erster Verdacht ist da, dass es % ergeben konnte. Jetzt
priife ich nach [...]*¢

Experte8

Anwend. Ich schaue, ,0b ich einen gemeinsamen Faktor [...] wegkiirzen kann®.

Strukt. Ich habe ,,gemerkt, dass das § von dem ist und das é von dem® (zeigt
mit den Fingern auf 4 unten, 6 oben und auf 6 unten, 9 oben).

Kons. ,Dann miisste das ja eigentlich gekiirzt werden kénnen, einmal von den
Zahlen her.”“

Abschl. ,Und wenn die Potenzen auch noch stimmen, dann miisste es gehen.“

Expertell

Anwend. ,lch habe immer beides angeschaut, |[...] man vermutet sowas in so einem
Term drin.“

Strukt. JIch habe das z? ausgeklammert ,und sehe dann, da habe ich 6 und 9
und 4 und 6. Ich suche Ahnlichkeiten in dem 62 + 9 und dem 4z + 6.

Kons. Ich sah ,eher das, was in der Klammer steht.

Abschl. ,lch muss das irgendwie noch zwei-, dreimal checken, ob es diesen Faktor
gibt.“

Obige Strukturierungen betonen vertikale Blickrichtungen. Darin gleichen sie
sich. Sie unterscheiden sich aber in den Details. Zum Beispiel bezogen Ex-
perted und Experte8 die Koeffizienten und Exponenten vertikal aufeinander.
Expertell bezog hingegen nahezu den ganzen Zéhler auf den ganzen Nenner.
Andere Experten bezogen die Teile vor allem horizontal aufeinander:

Experted

Anwend. | ,,Als Erstes wollte ich eine natiirliche Zahl kiirzen und habe dann gesehen,
das geht nicht. Dann war der zweite Anlauf das néchste, [...| was sind
denn sonst fiir Faktoren dabei.”

Strukt. ,»Also sicher mal die 2 ausklammern unten, dann hat man 2z 4 3, und
oben die 3 oder 3z

Kons. ... ,dann hat man 2z + 3.%

Abschl. ,Und ich muss nun sagen, was bleibt.*

Experte6
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Anwend. | ,Ich dachte, wenn man das iiberhaupt vereinfachen kann, dann nur durch
eine Faktorzerlegung.”

Strukt. Im Nenner ,sah ich, dass [...] man nur den Faktor 2 abspalten kann®. Den
Zahler ;wiirde ich vollstindig in Faktoren zerlegen |...] ich vermute mal,
ich sah zuerst die 3%, dann die 22.

Kons. ,Das fiihrt dann auf diesen Faktor.“

Abschl. LAufgrund der Aufgabenstellung [...| nehme ich an, dass sich ein |[...]

linearer Faktor abspalten lasst.*

Experte7

Anwend. | ,Wahrscheinlich ist die Aufgabe so gestellt, dass etwas kiirzbar ist, dass
viel kiirzbar ist.“

Strukt. »Also zuerst habe ich die vielen x gesehen im Zahler und dann gedacht,
dass man die 22 mal ausklammern kann [...] bei den Zahlen |[...] sieht
man, dass man oben 3 und unten 2 ausklammern kann.“

Kons. Jetzt miisste man es noch ausrechnen.”

Abschl. ,Ich dachte mir, es konnte dasselbe stehen wahrscheinlich, dass die Auf-
gabe so gestellt ist.“

Experte9

Anwend. | ,,So wie es gestellt ist, oben eine Summe, unten eine Summe, ist das
Schema F.“

Strukt. ,lch schaue, was bringe ich hier raus (zeigt auf Nenner) und hier ist es,
dass ich die 2 rausbringe, das ist doppelt, dann schaue ich, was bringe ich
hier raus (zeigt auf Zihler), sehe x2, 322, die 3 und das x? ist doppelt.”

Kons. »Dann sehe ich, dass das 2z 4 3 drin ist.“

Abschl. Habe mich zuerst ,dem Nenner zugewandt, weil der einfacher ist“. Diese

Strategie ,Jlehre ich den Schiilern®.

Diese vier Experten gingen nach Lehrbuch vor: Sie faktorisierten. Dieser Algo-
rithmus leitete ihre Strukturierungen. Sie bezogen die Koeffizienten horizontal
aufeinander, indem sie die gemeinsamen Teiler identifizierten. Die einzelnen
Strukturierungen unterscheiden sich aber in den Anwendbarkeitsbedingungen
und in der Reihenfolge der hergestellten Bezilige. Einige bezogen zuerst die
Koeflizienten des Zahlers aufeinander, andere jene des Nenners. Einige be-
stimmten zuerst den gemeinsamen Faktor der Koeffizienten, andere jenen der
Potenzen. Insgesamt sind diese Strukturierungen &hnlich, aber im Detail doch
verschieden. Die vertikalen Aspekte sind marginal und beschrénken sich ers-
tens auf die Einteilung des Bruchs in unten und oben und auf den Vergleich
der ausgeklammerten Faktoren unten mit jenen oben.

Die restlichen Experten produzierten Strukturierungen, in denen sowohl
horizontale als auch vertikale Beziige wichtig waren:
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Experte3

Anwend. Ich schaue, ,,0b ich gemeinsame Teiler sehe im Zahler und Nenner.

Strukt. Ich sehe ,schon die Zahlen, die Koeffizienten 6 und 9, 4 und 6, ich sehe
schon, dass da das zweite 1.5-mal das erste ist®.

Kons. ,Dann muss es gehen.”

Abschl. ,Dann musste ich noch tiberlegen, was ich jetzt als Faktor rausnehmen
kann.*

Experte2

Anwend. ,Ich schaue immer auf gleiche Fakoren im Z#hler und im Nenner. Und
jetzt, da es bei den Zahlen nichts zu machen gibt, gehe ich auf das
Faktorisieren.“

Strukt. Dann sah ich ,die Proportionalitiat zwischen 4, 6 (zeigt auf den Nenner)
und 6, 9 (zeigt auf den Zihler ).

Kons. ,lch habe vermutet, dass da ein gleicher Faktor dahinter steckt.”

Abschl. ,Ja, schon.*

Expertel0

Anwend. »Es kann ja nur darum gehen zu kiirzen, also Stichwort faktorisieren.*

Strukt. Das Verhéltnis ,yon 6, 9, 4, 6“ ist mir schnell aufgefallen.

Kons. ,Im Prinzip“ kann man kiirzen.

Abschl. ,Aber eigentlich, darum musste ich nachher noch rechnen, war ich mir
nicht sicher.”

Expertel

Anwend. ,Eigentlich ist es klar, das muss man wahrscheinlich ausklammern, fak-
torisieren.*

Strukt. ,Es sind wie zwei Gedanken. Zum einen Mal z3, 22, also da kann man
das Quadrat ausklammern und dann ist es so wie eine Kontrolle, ob das
auch mit den Zahlen funktioniert [...] 6 und 9 und 4 und 6.

Kons. ,Da muss man ausklammern.“ Sofort sehe ich ,das 2(2z+3)* und schaue,
,0b es dann passt®.

Abschl. +Wenn man Gliick hat kann man ,,2x + 3 oben und unten |[...] kiirzen“.

Expertel2

Anwend. Ich dachte ,wie ein Schiiler. ,Wahrscheinlich kann man das vereinfachen
oder so. Dann schauen wir mal, kénnen wir da im Nenner etwas aus-
klammern so, dass das oben erscheint.”

Strukt. ,im Nenner kann man 2 ausklammern, dann kriegt man 2z + 3.“ Dann
teste ich, ,was muss ich im Z&ahler ausklammern, damit 2x + 3 iibrig-
bleibt*“?

Kons. JIch klammere 22 aus, dann steht noch 6z+9 da, aber ich brauche 2z +3,
also klammere ich noch 3 aus.”

Abschl. Zur Sicherheit multipliziere ich die beiden nochmals aus.
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Experte3, Experte2, Expertel0 und Expertel bezogen die Koeffizienten hori-
zontal aufeinander indem sie Verhéltnisse bildeten, die sie dann vertikal auf-
einander bezogen. Experted spricht explizit vom Faktor 1.5, Experte2 von Pro-
portionalitdt. Unterschiede in den Strukturierungen sind einerseits wiederum
in der Reihenfolge der Beziige festzumachen. Die einen bezogen zuerst Tei-
le im Zahler aufeinander, die anderen im Nenner. Andererseits unterschieden
sich auch die Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen. Und Expertel2
tendierte stark zu rein horizontalen Strukturierungen, jedoch nutzte er verti-
kale Bezilige mehr als jene Experten, die sowohl horizontale als auch vertikale
Beziige herstellten.

Auf jeden Fall wird klar, dass es mehrere angemessene Strukturierungen
eines algebraischen Ausdrucks gibt und nicht nur eine; im Prinzip pro Experte
eine.

4.2.8 Vergleich: Novizen und Experten

Den Experten ist gemeinsam, dass sie die Teile aufeinander bezogen, um Ver-
mutungen iiber einen gemeinsamen Linearfaktor aufzustellen. Das zeichnet
die Strukturierungen der Experten aus (ausgenommen jene von Experte9, der
nicht vermutete, sondern sofort rechnete). Die Hilfte der Experten bezogen
dabei Teile so aufeinander, dass sie ihre Vermutung aufgrund von Proportio-
nalitdten mathematisch rechtfertigen konnten (Experteb, Experte8, Experte3,
Experte2, Expertel0, Expertel). Wichtig ist hier die Tatsache, dass dazu Teile
zumindest teilweise vertikal aufeinander zu beziehen sind. Die restlichen Ex-
perten verwiesen auf den Kontext und den Typ der Aufgabe. Sie bezogen die
Teile nur aufeinander, um zu testen, ob etwas ausgeklammert werden kann.

Zur Scharfung dieses explorativen Charakters der Strukturierungen der Ex-
perten wird ein Blick auf jene der Novizen geworfen (vgl. auch Riiede (2013)).
Diese zogen die Teile tendenziell horizontal aufeinander, schlossen daher selten
auf Vermutungen, sondern fiihrten einfach die sich daraus ergebenden Umfor-
mungen aus. Beispielsweise bezog kein Novize Teile des Ausdrucks vertikal so
aufeinander wie die drei Experten Experte5, Experte8 und Expertell (Seite
92). Sieben Novizen bezogen die Teile jeweils horizontal aufeinander, wie zum
Beispiel Novize3.

Novize3

Anwend. | Mir fielen die 2% auf, ,also das ist einfach, keine Ahnung, so das, was mei-
ne Mutter sagen wiirde. Zuerst immer die 23 also die 2 hoch irgendwas
loswerden |...] und dann habe ich einfach ausgeklammert*.

Strukt. | ,[Es hat] da mal 22 und die 2® [...] also 2? klammere ich aus.”
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Kons. ,Und das gibt dann x? mal 6z + 9 [...]| dann kann ich die 6z + 9 noch
ausklammern, also die 3 ausklammern, und das gibt dann 322 mal 2z +3
und unten klammere ich eine 2 aus und das gibt dann 2z + 3.

Abschl. ,Dann kann ich die Klammern kiirzen.*

Novize3 bezog Teile aufeinander, um umzuformen und nicht um Vermutungen
aufzustellen (oder zu verifizieren) wie die Experten.

Immerhin drei Novizen strukturierten ahnlich wie die Experten und brach-
ten mit ihren Strukturierungen Vermutungen in Verbindung. Beispielsweise
bezog Novize6 die Teile horizontal und vertikal aufeinander und nutzte Pro-
portionen. Diese Strukturierung steht im Zusammenhang mit seiner Vermu-
tung der Existenz eines gemeinsamen linearen Faktors.

Novize6

Anwend. | ,Kiirzen darf ich hier ja nicht [...] weil es zweimal eine Addition ist.”
Strukt. Dann habe ich ,einfach gleich gesehen 6 und 9 und 4 und 6. Die haben
jeweils gemeinsame Teiler. Und hier habe ich ,,z3, 22, x und kein 2%
Kouns. ,Dann habe ich schon gedacht, dass es die gleiche Klammer geben wird.“
Abschl. »Es schien mir von Anfang an klar.“

Die restlichen zwei Novizen (Novize4 und Novizell) entdeckten wihrend der
Bedenkzeit im Interview (als einzige) das Kiirzen mit dem linearen Faktor
2x + 3 nicht, wie die folgenden Passagen zeigen:

Novized

Anwend. | ,Immer wenn ich gemeinsame Faktoren, also gemeinsame Variablen in
einem Bruch sehe, versuche ich diese auszuklammern.*

Struktr. | ,Also das z° und das z2. Vor allem das 22 verschwindet hinten und das
23 wird irgendwie z. Dann [...] 6 und 9 |...] also 3 und unten 2.

Kons. ,Aber das lasst sich nicht miteinander kiirzen.*

Abschl. Das war eine ,Sackgasse. Ich habe einfach das angeschaut, was vor der
Klammer steht. Dann nicht mehr weiter iiberlegt, was in der Klammer
steht.*

Offenbar bezog Novize4 die Teile aufeinander, um die Vorfaktoren zu kiirzen.
Der Fokus lag nie auf der Klammer, sondern nur auf dem vor der Klammer.
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4.3 Zusammentassung der Resultate

4.3 Zusammenfassung der Resultate

Die Studie iiber das Strukturieren von Bruchtermen und Bruchtermgleichun-
gen untersuchte drei Fragen. Erstens diente sie der Bildung von Kategorien
der Prozesse des Strukturierens, zweitens untersuchte sie die Homogenitét
der von Experten hergestellten Strukturierungen und drittens fragte sie nach
Unterschieden zwischen den Experten und Novizen beim Strukturieren. Die
Antworten der Studie auf diese drei Fragen seien nun zusammengefasst.

1. Es gibt vier Kategorien des Strukturierens respektive der Bedeutung
von Strukturierungen (Abschnitte 4.2.1 bis 4.2.6): den Ausdruck optisch
einfacher machen, ihn dndern, ihn umstrukturieren oder seine Klassifi-
zierungen erforschen.

2. Jeder Experte strukturiert anders (Abschnitt 4.2.7). Die Prozesse des
Strukturierens von den Experten unterscheiden sich sowohl in den Tei-
len, die sie aufeinander beziehen, als auch in der Reihenfolge der herge-
stellten Beziige.

3. Die Experten und Novizen weisen ihren hergestellten Strukturierungen
je eine andere Bedeutung zu: Die Experten strukturieren, um den Aus-
druck zu erforschen. Novizen strukturieren, um etwas machen zu kénnen

(Abschnitt 4.2.8).

Insgesamt legt diese erste Studie die Vielfalt der empirisch beobachtbaren
Auspragung von Strukturierungen und ihren Bedeutungen dar und bietet mit
dem Kategoriensystem eine Systematisierung dieser Vielfalt. Es bleiben aber
Fragen offen. Ein paar seien hervorgehoben.

1. Es wurden nur Bruchterme und Bruchtermgleichungen verwendet. Ent-
sprechend waren Blickrichtungen wichtig: horizontale, vertikale und dia-
gonale. Essenziell war das Zusammenspiel von Nennern und Zahlern und
inwiefern die befragten Personen dieses Spiel beherrschten. So stellt sich
die Frage, inwiefern die gebildeten Kategorien von den vorgelegten Aus-
driicken abhéangen. Bieten sich bei einem anderen Typ von Termen und
Gleichungen dieselben Kategorien an?

2. Die Validitat der Methode des nachtréglichen lauten Denkens ist schwie-
rig einzuschétzen (vgl. Abschnitt 3.3.3). Daher besteht eine gewisse Un-
sicherheit beziiglich der Stabilitdt des Kategoriensystems. Bréichte eine
andere Interviewtechnik neue respektive andere Erkenntnisse hervor?

3. Die untersuchten Novizen besuchten allesamt ein Schweizer Gymnasium
und sind daher (zumindest im Schnitt) als leistungsstark einzustufen.
Wie strukturieren Novizen aus anderen Schultypen?
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4. Typischerweise haben Novizen, die vorwiegend geméafs Kategorie 1 oder

2 strukturierten, keine Entdeckungen gemacht. Thre Strukturierungen
sind stark an Verfahren orientiert oder zeigen idiosynkratische Merkma-
le. Es ist aber anzunehmen, dass auch diese Novizen explorieren und
Entdeckungen machen kénnen. Wie sehen dann ihre Strukturierungen
aus? Waren diese auch einer der vier Kategorien zuzuordnen?

. In den einzelnen Kategorien sind sehr wohl Mekmale der Behandlung

eines Terms als Prozess, Verfahren oder Objekt zu erkennen. In der
Kategorie 1 kénnte die Behandlung eines Terms als Prozess eine Rolle
spielen, in der Kategorie 2 die Behandlung als Verfahren (verfahrenba-
siertes Strukturieren) und in der Kategorie jene als Objekt (explorie-
rendes Strukturieren). Um im Kapitel 6 auch Hypothesen iiber die Ent-
wicklung des Strukturierens aufstellen zu konnen, wére allerdings eine
breitere und sicherere Datenlage wertvoll. Natiirlich wird eine empirische
Untersuchung der Entwicklung des Strukturierens ganz klar auferhalb
der vorgelegten Arbeit bleiben.

Die im folgenden Kapitel vorgestellte zweite Studie nimmt sich der Klarung
genau dieser Fragen an.
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Die Resultate der ersten Studie sind in Abschnitt 4.3 zusammengefasst. Eben-
so sind dort jene Aspekte aufgelistet, die offen blieben. Die zweite Studie greift
diese Aspekte auf. Es handelt sich dabei um Fragen zum Kategoriensystem,
die sich zu folgenden drei Forschungsfragen biindeln lassen.

1. Konnen die vier Kategorien des Strukturierens (Kapitel 4) reproduziert
werden, wenn das Design der Interviews gedndert wird?

2. Was sind typische Ankerbeispiele von Strukturierungen bei linearen Glei-
chungen mit Klammern?

3. Welche Strukturierungen stellen Novizen und Experten her, wenn sie
explizit zu alternativen Losungswegen aufgefordert werden?

Mit der ersten Frage wird geklért, inwiefern die vier Kategorien von den Spe-
zifika der Studie iiber Bruchterme und Bruchtermgleichungen abhéngen. Sind
die Kategorien auf einen anderen Typ von Termen und Gleichungen iibertrag-
bar? Liefert die Methode des lauten Denkens andere Informationen als jene des
nachtriglichen lauten Denkens? Andert das Erlauben von Papier und Bleistift
die empirischen Daten? Fiihrt der Einbezug von Probanden der Sekundarstufe
I zu einer neuen Kategorie von Strukturierungen? Mit solchen Fragen wird die
Robustheit der Kategorien untersucht. Denn diese sollen méglichst kontextfrei
und unabhéngig von der Methode sein.

Die zweite Frage zielt auf typische Strukturierungen von linearen Gleichun-
gen mit Klammern. Obwohl in der Mathematikdidaktik das Losen von linea-
ren Gleichungen gut untersucht ist (Bernard & Bright, 1984; Filloy & Rojano,
1989; Hewitt, 2012; Huntley et al., 2007; Kieran, 1992; Linchevski & Livneh,
1999; Nogueira de Lima & Tall, 2008; Star & Seifert, 2006), liegen erstaun-
lich wenig Forschungsarbeiten dariiber vor, wie Personen lineare Gleichungen
strukturieren. Vermutlich hat das damit zu tun, dass die mathematikdidak-
tische Forschung sich mehrheitlich fiir die Einfithrung in das Losen linearer
Gleichungen interessiert. Entsprechend wurden in vielen Studien einfache li-
neare Gleichungen wie 13x — 4 = 22 oder 7z + 1 = 5 + 11z den Probanden
vorgelegt. Doch bei solch einfachen Gleichungen ist nur wenig Strukturie-
rungsarbeit zu machen und daher waren Strukturierungsprozesse wenig rele-
vant respektive empirisch kaum beobachtbar. Aus diesem Grund verwendet
die hier vorgestellte Studie anspruchsvollere Gleichungen, insbesondere solche
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mit Klammertermen (vgl. Abschnitt 3.3.2). Wie gehen Novizen und Experten
mit Klammern beim Losen von linearen Gleichungen um? Finden sich typische
Arten der Behandlung von Klammertermen? Auf solche Fragen fokussiert die
zweite Forschungsfrage.

Die dritte Frage basiert auf einem wesentlichen Unterschied zwischen der
ersten und der zweiten Studie. In der zweiten Studie werden die Probanden
explizit zu anderen Losungswegen aufgefordert, in der ersten nicht. Mit dieser
Aufforderung sollen vor allem die Novizen noch mehr an ihre Grenzen gefiihrt
werden. Sie sollen so strukturieren, wie sie es noch nie gemacht haben, sich in
unsichere Gefilde wagen. Mit dieser dritten Frage wird das Augenmerk also
auf Pfade des Entdeckens gelegt. Beispielsweise weisen Star und Seifert (2006)
darauf hin, dass Lernende wéihrend solchen entdeckenden Phasen Umformun-
gen wahlen, die fiir sie atypisch und ungewohnt sind. Somit ist zu vermuten,
dass mit der Bitte um andere Losungswege tatsédchlich das Potential mogli-
cher Strukturierungen ausgeschopft wird. Genau das ist notig, um abschéitzen
zu konnen, inwiefern die vier Kategorien vollstdndig sind und inwiefern ih-
re gegenwartigen Beschreibungen umfassend sind. Beispielsweise interessiert
es, wie Strukturierungen der Kategorie 2 aussehen, die der Suche nach einem
alternativen Losungsweg dienen.

5.1 Methode

Im Kapitel 3 wurden die methodologischen Grundbausteine gelegt. In diesem
Abschnitt werden nun jene Entscheide nachgereicht, welche spezifisch fiir diese
Studie Giiltigkeit hatten.

Die Novizen (2 weiblich, 6 ménnlich) waren 15- bis 17-jahrig und am Ende
des 9. Schuljahrs. Vier besuchten zum Zeitpunkt der Interviews die Sekundar-
stufe A, vier die Sekundarstufe B. Dabei bezeichnen A und B die Niveaus auf
der Sekundarstufe I im Kanton Ziirich. A ist das oberste von insgesamt drei
Niveaus (ohne Einbezug des Langgymnasiums). Durch diese Aufteilung der
Novizen in jene der Sekundarstufe A und jene der Sekundarstufe B war die
Reichhaltigkeit der Gruppe der Novizen gegeben. Alle interviewten Novizen
waren im 7. Schuljahr das erste Mal mit Algebra konfrontiert worden. Insge-
samt hatten sie alle Erfahrung im Auswerten, Aufstellen und Umformen von
Termen, Losen von linearen Gleichungen, von (einfachen) Bruchtermgleichun-
gen und von Gleichungen der Form A - B = 0. Die Teilnahme am Interview
war freiwillig.

Die Experten waren 4 Schweizer Mathematiklehrpersonen am Gymnasium
(1 weiblich, 3 ménnlich). Sie besafsen alle ein Universitédtsdiplom in Mathema-
tik, ein Lehrdiplom in Mathematik und mindestens zehnjéhrige Unterrichts-
erfahrung am Gymnasium (inklusive Langgymnasium). Dariiber hinaus ver-
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fiigten sie iiber Zusatzqualifikationen als Mathematikdozenten an einer Hoch-
schule (2), hatten promoviert (2), waren Lehrbuchautoren (3) oder in die
berufspraktische Ausbildung von Lehramtsstudierenden des Gymnasiums in-
volviert (3). Die Teilnahme am Interview war freiwillig.

Novizen und Experten wurden an ihren Schulen interviewt. Die Interviews
wurden videografiert und anschliefsend, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, aus-
gewertet. Alle Interviews wurden im Rahmen einer Masterarbeit an der PHZH
von Frau Evelyne Emler und Frau Saskia Hauser durchgefiihrt und transkri-
biert.

5.2 Resultate

In diesem Abschnitt werden die Resultate dargelegt. Die Darstellung folgt den
drei Teilen der Forschungsfrage.

5.2.1 Kategorisierung

Insgesamt wurden 77 zentrale Strukturierungen identifiziert, rekonstruiert und
kategorisiert. Es dréangte sich keine fiinfte Kategorie auf. Die vier Kategorien
scheinen demnach vollstdndig und unabhéngig vom Aufgabentyp zu sein.

Die Verteilung der Strukturierungen auf die vier Kategorien, auf die Novi-
zen der Sekundarstufe A respektive B und auf die Experten ist in Abbildung
5.1 dargestellt. Diese Zusammenstellung soll keine quantitativen Befunde her-
vorheben, sondern blof die Kategorisierung illustrieren: Die Novizen stellten
52 Strukturierungen her, die Experten deren 25. Uber die Hilfte (nimlich
35) der Strukturierungen der Novizen wurden der Kategorie 2 zugeordnet.
Alle Strukturierungen der Experten waren hingegen von der Kategorie 4. Bei
den Novizen fiihrte die Aufforderung zu einem anderen Losungsweg vermehrt
auch zu Strukturierungen der Kategorie 3, bei Niveau A stérker als bei Ni-
veau B. Hingegen konnten die alternativen Strukturierungen der Experten wie
erwartet immer noch der Kategorie 4 zugeordnet werden.

Neben dem Typ der Ausdriicke sind in der zweiten Studie auch methodische
Bedingungen verdndert worden. Insgesamt scheinen diese Anderungen die Art
der empirischen Daten positiv beeinflusst zu haben. Es sei aber betont, dass
diese Feststellung nicht systematisch validiert wurde, sondern mehr einem
subjektiven Eindruck entspricht, der im Rahmen der Auswertung entstand:

— Die Interviews waren mindestens so reichhaltig wie jene der ersten Stu-

die. Vielleicht féllt es den Probanden leichter, dariiber zu berichten, was
sie gerade denken, als dariiber, was sie gerade vor einer Minute dachten.
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Strukturierungen vor und nach der Frage nach
Alternativen
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Anzahl Strukturierungen
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Abbildung 5.1: Verteilung der 77 Strukturierungen auf die vier Kategorien,
die Schulniveaus und den Zeitpunkt ihrer Herstellung. Abkiirzungen: Sek A
(Sekundarstufe A), Sek B (Sekundarstufe B), Vor (Vor der Frage nach Alter-

nativen), Nach (Nach der Frage nach Alternativen).

— Das Zulassen von Bleistift und Papier fiihrte zu zwei Effekten. Erstens
schienen die wenig fortgeschrittenen Probanden auskunftsfreudiger als
die in der ersten Studie zu sein. Zweitens schaffte das Notieren von
Umformungen zum Teil mehr Klarheit. Die schriftlichen Inskriptionen
konnen deutlicher machen, was eine Person meint, und sie kann zudem
mit dem Finger auf Konsequenzen von Strukturierungen zeigen, indem
sie auf Teile in der umgeformten Gleichung tippt.

— Die vorgelegten linearen Gleichungen waren fiir die Experten deutlich
einfacher als die Bruchterme und Bruchtermgleichungen in der ersten
Studie. Sie zogerten nie. Erstaunlicherweise waren die verbalen Daten
trotzdem reichhaltig. Vielleicht lag das an der Methode des lauten Den-
kens. Denn dadurch kénnte das Denken der Experten leicht verlangsamt
worden sein.

5.2.2 Ankerbeispiele: Kategorie 1

Die Strukturierungen dieser Kategorie orientierten sich an optischen Auffal-
ligkeiten, die zu idiosynkratischen Beziigen zwischen Teilen einer Gleichung
fithrten. Oftmals resultierten aus diesen Strukturierungen deutliche, allerdings
inkorrekte Vereinfachungen. Allerdings schienen die Probanden auf solche
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,JKurzschliisse” sensibilisert zu sein, denn sie verwarfen die entsprechenden
Strukturierungen in aller Regel. Zur Illustration zwei Beispiele.

Novize6 (w, Sek A) strukturierte die zweite Gleichung 7(16 + 3z) = 100 —
3(16 + 3x) zuerst so, dass sie die Vorfaktoren auf die Klammerinhalte bezog
und schlieklich ausmultiplizierte (Kategorie 2). Dann wurde sie gefragt, wie
man dies auch noch 16sen konne. Dies fiihrte zur folgenden Strukturierung der
Kategorie 1:

Anwendbarkeitsbedingung: Jetzt fillt mir auf, ,,dass beide Male das hier so
ist (zeigt auf die beiden Klammern). Also es ist genau der gleiche Inhalt
[...] in der Klammer*.

Strukturierung: ,Man kann die Klammern streichen.*
Konsequenz: .7 gleich 100.

Abschlussbedingung: ,Nein, man darf |[das| nicht, weil dann wiirde = weg-
fallen.”

Eindriicklich ist, dass Novize6 bei ihrem ersten Losungsweg nicht bemerkte,
dass auf beiden Seiten der Gleichung die gleiche Klammer (16 + 3x) vor-
kommt. Erst auf die Bitte nach Alternativen fiel ihr das auf, wie obige An-
wendbarkeitsbedingung belegt. Diesbeziiglich war sie erstaunlicherweise kein
Einzelfall. Gut die Hélfte der Novizen bemerkte solche Gleichheiten erst spét,
wenn liberhaupt, oftmals erst nach der Bitte um einen zweiten Losungsweg.
Auch Novizeb wurde erst nach dieser Bitte auf die beiden gleichen Klammern
(16 + 3z) aufmerksam. Offenbar musste sie sich dazu vom Verfahren des Aus-
multiplizierens, Zusammenfassens und Isolierens von z l6sen. Dann stellte sie
Beziige her, die bis dahin nicht relevant waren, beispielsweise bezog sie die
beiden Klammern aufeinander. Die entsprechende Strukturierung bestand in
einer starken optischen Vereinfachung: ,Man kann die Klammern streichen.®
Interessant ist ihr Argument fiir das Verwerfen dieser Strukturierung: Das
Wegfallen des x. Vermutlich verbindet Novize6 mit dem Wegfallen der Unbe-
kannten die Unmoglichkeit, am Schluss x = ... zu schreiben. Das heifst, dann
ware ihr Standardverfahren nicht mehr ausfiihrbar.

Burton (1988, S. 3) beschreibt einen &hnlichen Fall, bei dem Schiilerinnen
und Schiiler die Zahl 488 im Ausdruck

6z sinx + 32x cosx — T2xsinx — 120x cosx + 105 sin @

)| = < 488
7()] =

nicht sahen. Sie zitiert beispielsweise eine Schiilerin, die sich ,zwingen* musste,
das Ende der Zeichenreihe anzuschauen. Dariiber hinaus betont Burton, dass
es dabei nicht darum ging, dass die Probanden die Relevanz von 488 nicht
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erkannten, sondern, dass sie diese tatsdchlich nicht gesehen hatten, respektive
analog zu Novize6, erst auf Nachfrage.

Ein zweites Beispiel einer Strukturierung der Kategorie 1 bezieht sich auf
die dritte Gleichung, 4(3z +9) = (7x — 2) - 18 — 18(7x — 2). Hier strukturierte
Novize6 gleich zu Beginn geméfs der Kategorie 1:

Anwendbarkeitsbedingung: (Schaut kurz auf die Gleichung)
Strukturierung: 18 minus 18.“
Konsequenz: Dass ,das [...| 0 geben wiirde".

Abschlussbedingung:  Aber man darf das genau nicht rechnen, |[denn]| jetzt
habe ich gesehen, dass da eigentlich auch ein Mal ist (zeigt auf das
Mal zwischen der Klammer und der 18), das heisst, es ist eine eigene
Distributivgesetzrechnung.

Diese Strukturierung stand am Anfang eines langeren Strukturierungsprozes-
ses, der schlieflich in einer Umstrukturierung miindete. Der Einstieg zeigt
die erste Begegnung mit der Gleichung. Novize6 bildete auf der rechten Seite
nicht etwa zwei Teile (72 — 2) - 18 und 18(7x — 2), sondern sie fokussierte auf
die beiden 18, die optisch exakt gleich aussehen. Diese beiden 18 bezog sie
aufeinander, der Rest blieb vorerst unberiicksichtigt. Sie erwog, 18 von 18 zu
subtrahieren. In einem zweiten Blick revidierte Novize6 diese Strukturierung.
Sie baute sich die rechte Seite langsam auf, indem sie weitere Zeichen einbe-
zog. Das Malzeichen wurde wichtig und erlaubte, die beiden Klammern je auf
die entsprechenden 18 zu beziehen. Konsequenterweise verwarf Novize6 ihre
erste Strukturierung.

Strukturierungen der Kategorie 1 orientieren sich an Ahnlichkeiten. Ent-
scheidend dabei ist, dass die Person bestimmt, was fiir sie ahnlich, gleich oder
einfach ist. In obigen zwei Beispielen waren die dhnlichen Teile in offensicht-
licher Art und Weise @hnlich. Es wurden aber auch zwei Strukturierungen
der Kategorie 1 identifiziert, wo die Ahnlichkeiten auf ausgeprigten, perso-
nalen Prioritdten beruhten. Zum Beispiel bezog Novize3 bei der Gleichung
13(x — 6) + 15 = 15 auf der linken Seite die —6 additiv auf die +15. Der
Grund lag im Wunsch, ,eine positive Zahl“ zu haben. Offenbar storte die —6.
Vermutlich erschien ihm die Rolle der 415 direkt daneben am &dhnlichsten. Er
behandelte die —6 und die +15 als zwei Summanden. Da Novize3 allerdings
unsicher iiber die Korrektheit der sich ergebenden Umformung war, verwarf
er die Strukturierung sofort wieder. Auf jeden Fall war diese Strukturierung
wesentlich von der konkreten zweidimensionalen Anordnung der einzelnen Zei-
chen in der Gleichung bestimmt. Das rechtfertigte die Zuordnung zur Katego-
rie 1. Die Verrechnung der als dhnlich aufgefassten Teile orientierte sich immer
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an den gegebenen Operationszeichen. Insofern wurde ein Prozess ausgefiihrt,
allerdings kein intendierter.

5.2.3 Ankerbeispiele: Kategorie 2

Deutlich iiber die Halfte aller Strukturierungen der Novizen gehoren dieser
Kategorie an. Im Folgenden werden zwei typische Félle vorgestellt, die von
erhellendem Charakter sind. Sie illustrieren, wie die Novizen die Klammern
in den linearen Gleichungen behandelten.

Temporale Behandlung von ,,Punkt vor Strich”

Damit algebraische Ausdriicke iibersichtlicher geschrieben werden koénnen, ist
es erlaubt, gewisse dufere Klammern wegzulassen und etwa (13(z — 6)) + 15
als 13(z—6)+ 15 zu schreiben. Weil so aber die Darstellung algebraischer Aus-
driicke mehrdeutig wird, muss die Hierarchie der Operationen mit folgender
Regel festgelegt werden: Punktoperationen binden starker als Strichoperatio-
nen. Das heifst, wenn in 13(x — 6) + 15 zwecks Herstellung der Eindeutigkeit
wieder Klammern gesetzt wiirden, dann ware zuerst die Punktoperation ab-
zuklammern: (13(z — 6)) + 15.

Im Mathematikunterricht ist diese Darstellungsregel allgegenwirtig unter
dem Namen ,Punkt vor Strich“. Man meint damit, dass die Punktoperation
starker bindet als die Strichoperation. Im Unterricht wird dies oft handlungs-
nah tibersetzt, etwa mit ,Man rechnet die Punktoperationen vor den Strich-
operationen®. Dass das Kiirzel ,Punkt vor Strich® aber auch anders verstanden
werden kann, haben die hier durchgefiihrten Interviews gezeigt. Sehr oft be-
handelten die Novizen die Regel ,,Punkt vor Strich ndmlich rein ,temporal®.
Sie behandelten sie als Handlungsanweisung: Fiihre in jedem Fall zuerst die
Punktrechnungen aus, bevor du die Strichrechnungen anpackst. Sie behandel-
ten ,,Punkt vor Strich“ als zeitlich gestaffelte Handlungsanweisung und nicht
als konventionale Hierarchie, die die Stérke der Bindung der Operationszei-
chen bestimmt. Daraus folgten Strukturierungen, die unangemessen waren,
obwohl sie zu korrekten Umformungen fiihrten. Zur Illustration stelle ich hier
Novize8 (w, Sek A) vor, die die erste Gleichung 13(z —6) 4 15 = 15 zu Beginn
folgendermafen strukturierte.

Anwendbarkeitsbedingung: Ich schaue ,so, wie ich etwas lesen wiirde, [von]
links nach rechts. [...] Auf die Klammer. [Denn| man muss ja zuerst
Malrechnungen |...| also Punktrechnungen ausrechnen |[...| bevor man
Strichrechnungen ausrechnet.”

Strukturierung: ,,13 mal z minus 6.“
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Konsequenz: Ausmultiplizieren und |[...| minus 15.
Abschlussbedingung: ,Es geht auf.”

Novize8 driickt in der Anwendbarkeitsbedingung aus, wie sie ,,Punkt vor Strich“
behandelt: ,Man muss zuerst Malrechnungen [...| ausrechnen |...], bevor man
Strichrechnungen ausrechnet.” Vermutlich aus diesem Grund fiel ihr die Klam-
mer auf und sie multiplizierte diese sofort aus. Die sich ergebende Umformung
war richtig, und das ist unbedingt hervorzuheben. Novize8 addierte etwa nicht
falschlicherweise (z — 6) zu 15 und multiplizierte erst dann mit 13.

Leider wirkte diese Behandlungsweise von ,Punkt vor Strich® auch hinder-
lich. Sie behinderte Novize8 beim beidseitigen Subtrahieren von 15. Novize8
zogerte, auf beiden Seiten der Gleichung 13(x — 6) + 15 = 15 zuerst 15 zu
subtrahieren. Denn das ist eine Strichrechnung und mit der darf man nichts
machen, bevor nicht die Punktrechnung 13(x — 6) ausgefiihrt ist. Ihre zweite
Strukturierung, die sie nach der Bitte um einen zweiten Losungsweg herstellte,
dokumentiert genau das.

Anwendbarkeitsbedingung: (Schaut auf die Gleichung)
Strukturierung ,Man kann zuerst minus 15 machen.“
Konsequenz: ,,13z minus 6 |...] ist gleich 0.“

Abschlussbedingung: Ich bin unsicher, da ,man eigentlich ja nicht Strich vor
Punkt machen darf®.

Leider blieb im Interview unklar, wie die Schiilerin auf den Bezug der bei-
den 15 aufeinander gefithrt wurde. Gut moglich, dass allein die Frage nach
einem zweiten Losungsweg diesen Perspektivenwechsel evozierte. Trotzdem
belegt das Beispiel, wie stark diese temporale Behandlungsweise von ,,Punkt
vor Strich® die Schiilerin beim subtraktiven Bezug der beiden 15 aufeinander
verunsicherte.

Andere Novizen argumentierten sehr dhnlich. Die Pflicht, zuerst 13(x — 6)
auszumultiplizieren, verhinderte, dass sie die Moglichkeit in Betracht zogen,
zuerst etwas anderes zu machen.

Das z muss aus der Klammer raus

Das Standardverfahren fiir das Losen von linearen Gleichungen besteht im
Ausmultiplizieren, Zusammenfassen und Isolieren von z (Star & Seifert, 2006).
Im Algebraunterricht iiben die Schiilerinnen und Schiiler diese Verfahren ent-
sprechend intensiv. Sie tendieren dann oftmals wie bei der Regel ,Punkt vor
Strich“ dazu, das Standardverfahren als Handlungsanweisung bei linearen
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Gleichungen zu behandeln. Eine lineare Gleichung wird zum Befehl fiir das
Ausmultiplizieren, denn solange nicht ausmultipliziert ist, kann nicht zusam-
mengefasst werden. Erst wenn ausmultipliziert ist, liegt das = ,nackt” vor, wie
eine Probandin erklarte. Und erst dann kann mit ihm etwas gemacht werden.
Das folgende Beispiel konkretisiert eine solche Strukturierung. Diese stellte
Novizel (m, Sek B) gleich zu Beginn bei der Gleichung 13(x — 6) + 15 = 15
her.

Anwendbarkeitsbedingung: ,Sobald ich eine Gleichung sehe, schaue ich au-
tomatisch zuerst auf die Klammern. [...| Ich probiere dann |[...| anzu-
schauen, was dort drin ist |...], und sofern es in der Klammer ein z hat,
[will] ich die Klammern zuerst wegbringen. [...] Weil in de[r] Klammer
ist wie etwas drin. |...| Darum schaue ich zuerst, dass es zuerst einfacher
ist zu rechnen, dass man nur mit plus und minus rechnet.”

Strukturierung: ,,13 mal z und 13 mal 6.
Konsequenz: Dann wiirde ich ,plus 78 rechnen®.
Abschlussbedingung: (Rechnet aus und erhdlt schlieflich x = 6)

Novizel fokussierte auf die Klammern. Er schaute, ,was dort drin ist”. Es war
ein x ,dort drin“ und dieses musste raus. Darum multiplizierte er aus und
bezog die 13 multiplikativ auf das x und auf die 6. Mit der Aussage ,,Darum
schaue ich zuerst, dass es zuerst einfacher ist zu rechnen, dass man nur mit
plus und minus rechnet” wird klar, warum er das x nicht mehr in der Klammer
haben wollte. Solange das x in der Klammer ist, kann er nicht alle Terme mit
und alle Terme ohne x zusammenfassen. Und dieses Zusammenfassen ist das
Ziel. Dabei storen die Klammern, also miissen sie weg. In Hewitt (2003, S. 65)
ist ein dhnlicher Fall vorgestellt. Geméf jenem Autor bewirkt das Ausmulti-
plizieren einer Klammer ,that the x is ,visually free‘ to be manipulated on its

own".

Fazit

Nahezu alle Novizen multiplizierten zu Beginn sofort aus. Die Klammern wa-
ren offenbar ein Befehl fiir das Ausmultiplizieren. Obige zwei Typen sind als
zwei Behandlungsweisen zu verstehen, als was dieser Befehl begriffen werden
kann. Erstens kann die Regel ,,Punkt vor Strich® als zeitlich sukzessive Hand-
lungsweise behandelt werden. Dann wird immer zuerst ausmultipliziert, bevor
der Rest angepackt wird, um nicht gegen diese Regel zu verstofen. Zweitens
kann ein z in der Klammer nicht (additiv respektive subtraktiv mit den restli-
chen x) zusammengefasst werden — dann wird immer zuerst ausmultipliziert,
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damit es ,frei* wird. Es gab aber weitere Strukturierungen, die als Beispie-
le fiir die Ausfiihrung des Befehls des Ausmultiplizierens verstanden werden
konnen,. Immer waren es Moglichkeiten, wie die offenbar gelehrte Strategie
des ,,Zuerst die Klammern weg* auch noch verstanden werden kann.

Solche Strukturierungen dominierten jene Passagen im Interview, wo noch
nicht nach einem alternativen Losungsweg gefragt worden war. Sobald aber
darum gebeten wurde, strukturierten die Novizen zum Teil so, dass ganz an-
dere Merkmale von Strukturierungen der Kategorie 2 sichtbar wurden. Diesen
Strukturierungen ist ein separater Abschnitt gewidmet (5.2.6).

5.2.4 Ankerbeispiele: Kategorie 3

Die drei Gleichungen in der Studie waren so konstruiert, dass Umstrukturie-
rungen erwartet werden durften. Aus fachlicher Sicht konnten alle Gleichungen
durch Ausmultiplizieren gelést werden. Der einfachste Weg bestand hingegen
darin, dass man nicht ausmultiplizierte. Nur die Experten wahlten diesen Weg
als ersten — und Ausmultiplizieren als zweiten. Aber auch ein paar Novizen
entdeckten diesen einfachen Weg und einige davon durch Umstrukturierung.
Zwei dieser Beispiele sind in diesem Abschnitt vorgestellt.

Das erste Beispiel zeigt eine Umstrukturierung, in der einem Minuszeichen
zuerst die Bedeutung eines Vorzeichens und dann jene eines Operationszei-
chens zugewiesen wurde. Akteurin ist Novize8 (w, Sek A). Sie multiplizierte
bei der Gleichung 4(3x +9) = (72 —2) - 18 — 18(7x — 2) zuerst die rechte Seite
aus. Hintergrund war eine Strukturierung der Kategorie 2:

Anwendbarkeitsbedingung: ,Die Klammern sind eigentlich das Gleiche. Es
ist immer 18-mal die Klammer und da auch (zeigt dies zuerst an der
linken, dann an der rechten Klammer). Und nachher habe ich auf |...]
das Operationszeichen geschaut und es ist ja da minus. Das heisst ja,
dass das Operationszeichen da drin ein Plus wird (zeigt auf das Minus
in der hintersten Klammer)‘. Jetzt ,zuerst einmal alles ausklammern,
damit ich nur noch Zahlen habe®.

Strukturierung: ,18 mal 7x.“
Konsequenz: |, (rechnet weiter) Das gibt zusammen 0.“

Abschlussbedingung: ,Das ist 12z plus 36 [...] gleich 0. |Es| ist eigentlich
klar fiir mich, dass es eine gute Losung gibt. Weil 12 und 36 sind alle in
der Reihe von einer gleichen Zahl.“

Obige Strukturierung dokumentiert, wie Novize8 das Subtraktionszeichen als
Vorzeichen behandelte. Die zentrale Aussage ist, ,dass das Operationszeichen
da drin ein Plus wird“. Damit driickte Novize8 die Bedeutung aus, die sie
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diesem Subtraktionszeichen zugewiesen hatte. Sie bezog —18 und nicht blofs
18 auf die Klammer. Konsequenterweise behandelte sie die rechte Seite als
zwei Klammern, die auszumultiplizieren und anschlieffend zusammenzurech-
nen sind. Diese ganze Strukturierung ist vermutlich eine (Anwendbarkeits-
)Bedingung der anschlieffenden Umstrukturierung:

Anwendbarkeitsbedingung: ,Was mir jetzt gerade aufgefallen ist, ist dass
diese zwei Rechnungen eigentlich das Gleiche sind (zeigt auf (7Tx —2)-18
und 18(7z — 2)).“

Strukturierung: ,Wenn das minus ist (zeigt auf —18), dann minus die ganze
|...]| Rechnung.*

Konsequenz: ,Nachher konnte [man| eben auch so eine Nullgleichung ma-
chen.”

Abschlussbedingung: Das wiére ,,am schnellsten‘.

Das ist eine Strukturierung der Kategorie 3, also eine Umstrukturierung, und
dokumentiert einen Strukturierungsprozess von innen nach aufen analog zum
Beispiel in Riiede (2012¢, S. 133-134). In der obigen ersten Strukturierung der
Kategorie 2 hatte Novize8 sowohl (7z — 2) - 18 als auch 18(7x — 2) je einzeln
behandelt und zwar als Multiplikation eines Vorfaktors mit einer Klammer.
Sie multiplizierte aus, fasste zusammen, isolierte x und loste auf. Sie fokus-
sierte auf das Innere der beiden Multiplikationen. Erst nach der Ausfiihrung
dieses Standardverfahrens und nach der Aufforderung zu einem zweiten Lo-
sungsweg wechselte Novize8 die Perspektive. Sie verglich die beiden Teile links
und rechts des Subtraktionszeichens. Sie begann, sich langsam nach aufsen zu
arbeiten. Mit der Aussage ,dass diese zwei Rechnungen eigentlich das Gleiche
sind“ verbindet sie ihre aktuelle Erkenntnis mit ihrer ersten Strukturierung der
Kategorie 2. Das Wort ,Rechnungen deutet darauf hin, dass sie (7x —2) - 18
und 18(7z — 2) zu Beginn ausgerechnet und das Ergebnis 0 der rechten Seite
noch im Kopf hatte und erst jetzt begriff, dass die beiden Teile dasselbe geben
miissen. Sie sprach das Gesetz der Kommutativitat nicht explizit an. Vermut-
lich nahm sie es implizit an. Auf jeden Fall war sie dann in der Lage, die ganze
rechte Seite von aufsen zu betrachten: ,dann minus die ganze Rechnung”. Das
Wort ,ganze macht diesen Wechsel von innen nach aufen nochmals klar. Es
geht um 18(7z — 2) als Ganzes. Das Subtraktionszeichen wird zum Opera-
tionszeichen, das auf den ganzen Teil 18(7x — 2) wirkt. Novize8 behandelte
die rechte Seite schlieflich als Minuend minus Subtrahend. Dass sie dann so-
gar von einer ,Nullgleichung* sprach, ist das Tiipfchen auf dem i. Durch die
Umstrukturierung der rechten Seite konnte sie vermutlich auch die linke Seite
umstrukturieren, ndmlich zu einem Produkt, das gleich 0 ist.
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Umstrukturierungen miissen aber nicht immer solch grofe Umwilzungen
mit sich bringen. An einem zweiten Beispiel wird illustriert, dass schon im
Kleinen umstrukturiert werden kann. Wiederum wechselt die Bedeutung des-
selben Minuszeichens in der Gleichung 4(3z 4+ 9) = (72 — 2) - 18 — 18(7x — 2).
Allerdings nicht mit derselben Stringenz. Akteurin ist diesmal Novize6 (w,
Sek A). Sie behandelte die Gleichung zuerst verfahrenbasiert und struktu-
rierte geméf der Kategorie 2, insgesamt sehr dhnlich zu Novize8 oben. Als
Konsequenz multiplizierte sie rechts aus, fasste zu 0 zusammen und erhielt
schlieflich x = —3. Dann wurde Sie um eine Alternative gebeten:

Anwendbarkeitsbedingung: ,Man konnte dieses mal 18 nach vorne nehmen
[...] Dann rechne ich ja das (zeigt auf die 18 ndher beim Gleichheitszei-
chen), das ist ja ein Plus, mal das (zeigt auf die Klammer ndiher beim
Gleichheitszeichen).

Strukturierung: ,,Und dann hat man innen |...] einmal eine positive Zahl und
einmal eine negative Zahl beidseits [...| das heisst [...], wenn man da jetzt
einfach (zeigt auf die beiden 18) 1 hétte, wiirde da 7x sein und minus 2
(zeigt auf erste Klammer rechts) und da minus 7x und plus 2 (zeigt auf
zweite Klammer rechts) |...] Hier (zeigt auf (Tx — 2) - 18) bleiblen| die
Zeichen |...] und da (zeigt auf die —18(7xz —2) ) &ndern sich die Zeichen.”

Konsequenz: ,Und das hebt sich dann ja auch wieder auf.“

Abschlussbedingung: Das heisst, ,,dass eigentlich die ganze Rechnung gestri-
chen wird".

In der ersten Strukturierung hatte Novize6 die -18 auf die (72 — 2) bezogen,
ausmultipliziert und dann die 18(7z — 2) angepackt. Sie arbeitete die Klam-
mern je einzeln ab. Das Minuszeichen behandelte sie als Vorzeichen. Erst
nachdem sie ausmultipliziert hatte, bezog sie rechts die Terme mit x und jene
ohne x aufeinander und fasste sie zu 0 zusammen. Diese Erkenntnis nutzte sie
zur obigen Umstrukturierung. In obiger Anwendbarkeitsbedingung machte sie
ihre erste Strukturierung nochmals explizit, allerdings leicht variiert, ndmlich
unter Nutzung der Kommutativitdt. Dann bezog sie die beiden 7z aufeinan-
der, ebenso die beiden 2, und zwar jeweils als Minuend minus Subtrahend.
Ihre Beziige gingen daher iiber das zentrale Minuszeichen hinaus. Die Um-
strukturierung umfasste die ganze rechte Seite und nicht mehr nur den einen
Teil (7Tx — 2) - 18.

Allerdings behandelte sie das zentrale Minuszeichen nicht einzig als Ope-
rationszeichen. Es war bei der Umstrukturierung sowohl Vorzeichen als auch
Operationszeichen. Einerseits war der Vorzeichenwechsel der Klammerinhalte

110



5.2 Resultate

wichtig. Andererseits behandelte Novize6 das zentrale Minuszeichen gleichzei-
tig auch als Operationszeichen, ndmlich indem sie die Terme mit = subtraktiv
aufeinander bezog, ebenso jene ohne x.

5.2.5 Ankerbeispiele: Kategorie 4

Alle Strukturierungen, die von Experten hergestellt wurden, konnten der vier-
ten Kategorie zugeordnet werden. Bei allen drei Gleichungen strukturierten
die Experten vergleichbar — aber individuell unterschiedlich, vgl. auch Ab-
schnitt 4.2.7. Sie strukturierten zu Beginn immer so, dass sie nicht auszu-
multiplizieren brauchten. Erst auf die Bitte nach einem anderen Losungsweg
diskutierten sie das Ausmultiplizieren. Sie nutzten ihre Unterrichtserfahrung
zur Simulation von typischen korrekten wie auch inkorrekten Schiilerlésungen.

Im Folgenden sind zwei Strukturierungen von Experten dargestellt, die je-
weils zum einfachsten Weg fiihrten. Sie dokumentieren das Erforschen der
entsprechenden Gleichung. Im ersten Beispiel strukturierte Expertel (w) die
Gleichung 43z +9) = (7Tx —2) - 18 — 18(7z — 2).

Anwendbarkeitsbedingung: Ich frage mich: ,Was ist die Idee von dieser Auf-
gabe? Wieso ist sie so gestellt? Und nicht sofort: Was ist die Losung? |...]
Was soll man lernen in dieser Aufgabe?“ Meist suche ich dann ,immer
erst die Variablen |[...] Gibt es eine oder mehrere? Wenn es eine gibt:
Welche Potenz hat sie? Und wenn es dann die erste Potenz ist, wenn ich
das weiss, schaue ich, wie ich es l6sen kann. Dann schaue ich eigentlich
den Rest genauer an und sehe dann ,Oh, das geht schén auf da‘. [...] Und
das |hier| ist wieder eine Gleichung mit nur = als Variable, keine andere
Variable, auch keine Potenzen von x, also es ist eine lineare Gleichung.
Es sind wieder Klammern und zwar nicht immer die gleichen Klammern.
Aber rechts hat es die gleiche Klammer, zweimal.”

Strukturierung: ,Esist zwar ein bisschen anders aufgeschrieben, aber es steht
beides gleich |...] Und gerade weil es da mit dem Mal nach hinten und
da mit der 18 vorne ist, ist es fiir mich auf den ersten Blick nicht sofort
gleich (zeigt dies auf der rechten Seite der Gleichung). Es ist 18 mal die
Klammer 72 minus 2 mit dem Minus dazwischen.®

Konsequenz: ,Also ist das 0 rechts. Das heisst, die linke Seite muss auch 0

sein, das heisst, die Klammer 3z plus 9 muss 0 sein und dann ist  minus
3‘“

Abschlussbedingung: ,Sehr schon.“
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Expertel stellte Fragen an die Gleichung. Das stand bei ihr am Anfang. So
erforschte sie den Ausdruck. Die Fragen ermoglichten einerseits eine Klas-
sifikation der Gleichung, andererseits erlaubten sie auch eine Untersuchung
moglicher Losungswege. Dabei war es hilfreich, die Rolle derjenigen Person
einzunehmen, die die Aufgabe konstruiert hatte. Daher stellte sich Expertel
die Frage nach ,der Idee der Aufgabe. Nach dieser Erkundungsphase ist das
Losen nur noch eine listige Ubung.

Auch im zweiten Beispiel ist dieses Erforschen das Hauptthema. Dariiber
hinaus illustriert es die Validierungen von Vermutungen, die bei solch for-
schenden Vorgehensweisen laufend aufgestellt werden. Dargestellt ist die erste
Strukturierung von Experte4 (m) bei der Gleichung 7(16+ 3z) = 100 —3(16 +
3x).

Anwendbarkeitsbedingung: Ich fange sicher nicht sofort an zu rechnen.
Sondern ich schaue erst einmal, kann ich mir das Leben moglichst einfach
machen? |...] Wie sagt Nietzsche? Das erste Zeichen der Geistigkeit ist,
auf einen Reiz nicht sofort zu reagieren. Also nicht sofort irgendwie alles
auszumultiplizieren. |...] Dann sehe ich also, dass ich die beiden Sachen
(zeigt auf die beiden gleichen Klammern) zusammenbringen mochte.

Strukturierung: Ich |bringe| das (zeigt auf die rechte Klammer) halt da
(zeigt auf die linke Seite) riiber.”

Konsequenz: ,,Und dann habe ich da halt 10 mal diesen Term stehen. Und
wenn da 10 mal dieser Term steht, dann kann ich das (zeigt auf die 100)
auch durch 10 teilen [...] Und dann check ich vielleicht nochmals, weil
das jetzt doch ein bisschen schnell gegangen ist, ob das richtig ist. Das
ist richtig und das ist auch richtig (macht verschiedene Bewegungen mit
dem Kugelschreiber).”

Abschlussbedingung: ,Dass ich durch 10 teilen kann, das kann kein Zufall
sein, also [...] ist das irgendwie hiibsch designt |...] Jetzt bleibt da nicht
mehr so viel iibrig als dann halt zu sagen, dass [...| minus 6 steht und
dann minus 2. Und dann check ich vielleicht nochmal (10 s Pause) sollte
schon stimmen.*

Experted brachte mit dem Zitat von Nietzsche seinen Prozess des Strukturie-
rens auf den Punkt. Er strukturiert, um zu erforschen. So will er einschéitzen
konnen, welchen Weg er einschlagen soll. Ebenso auffillig ist, wie er zu kon-
trollieren beginnt, sobald er konkret umformt. Dieses stindige Uberpriifen von
Rechenschritten war auch bei Experte3 (m) zu beobachten. Auch dieser kon-
trollierte nicht erst das Schlussresultat, sondern seine einzelnen Schritte. Die
Novizen zeigten sehr selten solche Kontrollen.
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5.2.6 Strukturierungen nach Aufforderung zu
Alternativen

In den Interviews wurden die Novizen und Experten jeweils bei jeder Glei-
chung zu alternativen Losungswegen ermuntert. Die unter dieser Pramisse
hergestellten Strukturierungen sind Thema dieses Abschnitts. Die Beantwor-
tung des dritten Teils der Forschungsfrage dieser Studie steht nun also im
Zentrum.

Es kann festgehalten werden, dass nach dieser expliziten Aufforderung im
Interview die Novizen die entsprechende Gleichung entweder neu strukturier-
ten oder umstrukturierten. Im ersten Fall produzierten sie Strukturierungen
der Kategorie 1 oder 2, im zweiten Fall solche der Kategorie 3. Es kam aber
vereinzelt bei einer Gleichung auch vor, dass ein Novize trotz Aufforderung zu
einem alternativen Losungsweg keine andere Strukturierung vorschlug. Hin-
gegen produzierten alle Experten nach der Aufforderung zu alternativen Lo-
sungswegen weitere Strukturierungen, und zwar allesamt der Kategorie 4. Ihre
Leitfrage war jeweils: Wie konnte eine Schiilerin oder ein Schiiler diese Glei-
chung strukturieren?

Die konkreten Strukturierungen sowohl der Novizen als auch der Experten
werden nun getrennt diskutiert.

Die Strukturierungen der Novizen

Wie oben erwéahnt, strukturierten die Novizen entweder neu oder um. Der Fall
der Umstrukturierung zeigte die erwarteten Merkmale, wie sie in Abschnitt
5.2.4 dargelegt sind. Daher wird hier auf die neuen Strukturierungen fokus-
siert, das sind die Strukturierungen der Kategorie 1 und 2. Es wird vor allem
dargelegt, warum in diesen Féllen von ,neuen Strukturierungen gesprochen
wird und nicht von Umstrukturierungen. Der entscheidende Punkt dabei wird
sein, dass die Novizen die Konsequenzen der neuen Strukturierungen — wenn
iiberhaupt — als dieselben Konsequenzen wie bei den ,alten” Strukturierungen
erkannten und nicht die neue Strukturierung als Strukturierung dessen, was
die ,alte” strukturierte.

Ein Beispiel: Novize3 (m, Sek B) behandelte die erste Gleichung 13(x —
6) + 15 = 15 zuerst als Befehl fiir das Ausmultiplizieren. Die entsprechende
Strukturierung ist von der Kategorie 2. Im Interview 16ste Novize3 mit diesem
Standardverfahren die Gleichung korrekt auf und wurde dann aufgefordert,
die Gleichung anders zu 16sen. Dann produzierte er eine Strukturierung der
Kategorie 1:

Anwendbarkeitsbedingung: Ich mochte ,eine positive Zahl®.

Strukturierung: | Also, ich weiss nicht, ob man das (zeigt auf die 15 auf der
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linken Seite der Gleichung) jetzt zu dem (zeigt auf die —6 in der Klam-
mer) hinzuzdhlen kénnte.*

Konsequenz: (schreibt 13(x +9) = 15) ,Ich glaube, es geht nicht.”
Abschlussbedingung: ,Man darf es nicht.“

Die Frage nach Alternativen verleitete den Schiiler zu idiosynkratischen Bezii-
gen. Offenbar mag er lieber positive als negative Zahlen. Daher verschénerte
er die Gleichung zu 13(z+9) = 15. Sicher fiihlte er sich aber nicht und verwarf
daher diese Strukturierung wieder.

Wichtig ist, dass Novize3 keinerlei Verbindung zur ersten Strukturierung
herstellte. In diesem Sinne strukturierte er neu. Das war typisch fiir Struktu-
rierungen der Kategorie 1. Sie hingen nie mit anderen produzierten Strukturie-
rungen zusammen. Sie waren nicht als Eigenschaften eines Einzigen behandelt
worden.

Novize3 strukturierte danach die Gleichung ein drittes Mal:

Anwendbarkeitsbedingung: Ich bin mir nicht sicher. ,Sicher bin ich mir erst
am Schluss, wenn es aufgeht.”

Strukturierung: ,Man koénnte direkt die minus 15 (zeigt von der 15 links
des Gleichheitszeichens zur 15 auf der rechten Seite der Gleichung) da
machen.

Konsequenz: ,Ich probiere es einmal* (schreibt 13(x —6) =0, 132z — 78 = 0,
13z =78 und x = 6).

Abschlussbedingung: | Ja, es geht auch [...] Man sieht, da (zeigt auf die bei-
den 15 in der Gleichung) kann [man| beides wegnehmen, dann hat man
immer noch das Gleiche.”

Auch das ist eine Strukturierung der Kategorie 2. Denn Novize3 strukturierte
nicht um, sondern neu. Das wird nun begriindet: Novize3 entdeckte eigent-
lich eine neue Art des Anderns: nicht zuerst ausmultiplizieren, sondern zuerst
beidseitig minus 15 rechnen und dann ausmultiplizieren. Er behandelte diese
Strukturierung vorerst unabhéngig von den vorangegangenen Strukturierun-
gen. Entsprechend war er geméfs obiger Anwendbarkeitsbedingung unsicher,
ob die Umformung iiberhaupt korrekt sei. Allerdings gab er ein Kriterium
fiir diese Korrektheit an. Namlich, ,wenn es aufgeht*. Am Schluss stellte er
dann fest, dass es ,ijmmer noch das Gleiche* gibt. Daraus schloss er dann:
,Ja, es geht auch.“ Damit meinte er eigentlich mehr, als dass ,es aufgeht. Er
meinte wohl, dass beide Strukturierungen zum selben Resultat x = 6 fiihrten.
Das war hier wohl der Grund, dass er die dritte Strukturierung schliefslich
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akzeptierte. Geniigt hétte aber vielleicht auch schon, wenn es ,aufgegangen
ware.

Novize3 rechtfertigte seine dritte Strukturierung also damit, dass sie auf das
gleiche Ergebnis wie seine erste fiihrte. Insofern hat er einen Zusammenhang
zwischen den beiden Strukturierungen hergestellt. Doch das ist ein Zusam-
menhang zwischen den Konsequenzen der ersten und dritten Strukturierung
und nicht der Strukturierungen selbst. Novize3 erkannte die Konsequenzen
als dieselben. Aus diesem Grund wird in diesen Féllen von einer neuen Struk-
turierung und nicht von einer Umstrukturierung gesprochen. Daher gehoren
beide Strukturierungen zur Kategorie 2.

Die Strukturierungen der Experten

Die Experten nahmen nach der Bitte um einen alternativen Losungsweg im-
mer die Rolle einer Schiilerin oder eines Schiilers ein. Das formulierten sie
auch explizit. Wichtig war, dass sie auch bei diesen zweiten Strukturierungen
immer noch explorierend vorgingen. Sie mutmafsten, sprachen manchmal im
Konjunktiv, verglichen mégliche Standardvorgehen mit ihrem ersten Vorgehen
und erklérten Vor- und Nachteile der beiden Betrachtungsweisen. Aus diesem
Grund wurden auch diese Strukturierungen der Kategorie 4 zugeordnet. Weil
im Folgenden diese zweiten Strukturierungen der Experten keine Rolle mehr
spielen, werden sie hier auch nicht weiter vorgestellt.

5.2.7 Erganzungen bei den Kategorien

Die zweite Studie hat das in Kapitel 4 entwickelte Kategoriensystem im We-
sentlichen bestétigt. Dieses Kategoriensystem war aufgrund von Interviews
entstanden, wo die Novizen und Experten nicht explizit zu Alternativen auf-
gefordert wurden. In dieser zweiten Studie jedoch wurde eine solche Aufforde-
rung konkret in den Interview-Leitfaden eingebaut. Die daraus sich ergeben-
den Strukturierungen erlauben es, die Kategorien — besonders die Kategorie
2 — leicht breiter zu konzipieren.

Die Bitte um alternative Losungswege motivierte die Novizen und Exper-
ten zu anderen Strukturierungen und speziell die Novizen zu Entdeckungen.
Die Frage, wie diese frisch produzierten Strukturierungen mit den schon herge-
stellten verbunden sind, wurde wichtig. Denn diese Verbindungen sind je nach
Kategorie der Strukturierung anders. Tabelle 5.1 fasst die entsprechenden Un-
terschiede zusammen. Wenn eine Person gemafs der Kategorie 1 strukturiert,
dann folgt sie typischerweise den algebraischen Regeln nicht. Vielmehr ori-
entiert sie sich an optischen Merkmalen, welche fiir sie gerade wichtig sind.
Solche optischen Merkmale sind in aller Regel unabhéngig voneinander und
erhalten ihre Rolle nahezu akzidentiell. Die Person versteht zwei Strukturie-
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Tabelle 5.1: Ergédnzungen der vier Kategorien von Prozessen des Strukturie-

rens

Kategorie 1

Kategorie 2

Kategorie 3

Kategorie 4

Allerdings kénnen
ihre Konsequenzen

etwa indem sie aus
dieser hervorgeht.

Diese Diese Eine Diese
Strukturierungen Strukturierungen Umstrukturierung Strukturierungen
sind nicht sind nicht wird als sind
Strukturierungen Strukturierungen Strukturierung Strukturierungen
desselben. desselben. desselben erkannt, desselben, da sie

als Eigenschaften
eines Objekts

als dieselben behandelt werden.

erkannt werden.

rungen der Kategorie 1 daher als zwei vollig verschiedene Moglichkeiten, auf
diesen Ausdruck zu reagieren. Die beiden Mdglichkeiten haben fiir die Person
nichts miteinander zu tun, aufer dass sie Antworten auf die Begegnung mit
dem Ausdruck sind.

Auch Strukturierungen der Kategorie 2 behandelt eine Person nicht als
Strukturierungen desselben. Allerdings kann sie Konsequenzen aus den bei-
den Strukturierungen als gleiche oder zumindest als vergleichbare erkennen.
Wie es in den Interviews sichtbar wurde, wenn jeweils eine Person die ei-
ne Konsequenz als die andere Konsequenz wiedererkannte, ist in Abschnitt
5.2.6 illustriert. Es kann etwa geniigen, dass beide Strukturierungen zu Rech-
nungen fithren, die ,aufgehen“. Oftmals wurde aber in den Interviews auch
festgestellt, dass es das gleiche Resultat geben muss (wie in Abschnitt 5.2.6
dokumentiert). Sobald die zweite Strukturierung dasselbe Ergebnis wie die
erste zur Folge hatte, akzeptierte die Person auch die zweite Strukturierung.

Stellte eine Person im Interview auf die Bitte um Alternativen eine Struk-
turierung der Kategorie 2 her, dann ist das hier als neue Strukturierung be-
zeichnet. Strukturierte die Person hingegen um, dann konnte sie eine direkte
Verbindung zwischen der Umstrukturierung und der ersten Strukturierung
herstellen. Zwei solcher Verbindungen sind in Abschnitt 5.2.4 gegeben. Sie
zeigen, dass die Person mit der Umstrukturierung dasselbe wiedererkennt,
was sie zuerst strukturiert hatte, nun einfach als etwas anderes.

Die Experten behandelten die Ausdriicke immer als Objekt. Die hergestell-
ten Strukturierungen (der Kategorie 4) behandelten sie als Eigenschaften des
Objekts. Fiir die Experten machten Strukturierungen einfach Aussagen iiber
dasselbe, ndmlich iiber das Objekt. Dieses verbindet die Strukturierungen. In
diesem Sinne waren die Strukturierungen fiir die Experten immer miteinander
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verbunden.

5.3 Zusammenfassung der Resultate

Mit der zweiten Studie zum Strukturieren algebraischer Ausdriicke sollten
Fragen untersucht werden, die nach der ersten Studie offen geblieben waren.
Gefragt wurde danach, ob das Kategoriensystem unabhéngig vom Design der
Interviews ist, wie Ankerbeispiele von Strukturierungen linearer Gleichungen
aussehen und welche Strukturierungen Novizen und Experten herstellen, wenn
Sie um alternative Losungswege gebeten werden. Entlang dieser drei Fragen
werden die Resultate der zweiten Studie nun zusammengefasst.

1. Die vier Kategorien des Strukturierens sind unabhéngig sowohl vom Typ
der Terme und Gleichungen als auch von der Befragungsmethode (Ab-
schnitt 5.2.1). Beispielsweise konnten alle identifizierten Strukturierun-
gen linearer Gleichungen einer der vier Kategorien zugeordnet werden.
Es ist aber denkbar, dass die Befragungsmethode einen Einfluss auf die
Reichhaltigkeit und den Detailgrad der erhobenen Daten hat.

2. Die Strukturierungen der linearen Gleichungen spiegeln den unterschied-
lichen Umgang mit Klammern (Abschnitte 5.2.2 bis 5.2.5). In der Ka-
tegorie 1 werden beispielsweise Teile so aufeinander bezogen, dass sie
der Hierarchie der Operationen widersprechen. In der Kategorie 2 do-
minieren Strukturierungen, die dem Ausmultiplizieren dienen. Entspre-
chend werden Minuszeichen vor Produkten tendenziell als Vorzeichen
behandelt. Das &ndert sich in der Kategorie 3. Hier wird durch die Um-
strukturierung oftmals das Minuszeichen als Operationszeichen erkannt.
Das geht einher damit, dass die Multiplikation auch als Summand be-
griffen wird. Schlieflich stellen die Strukturierungen der Kategorie 4
Eigenschaften der Ausdriicke dar, zum Beispiel die additiven respektive
multiplikativen Aspekte eines Terms.

3. Werden Novizen und Experten zu einem zweiten Lésungsweg aufge-
fordert, strukturieren sie oftmals anders als beim ersten Losungsweg
(Abschnitte 5.2.6 und 5.2.7). Manchmal ist beobachtbar, wie Struktu-
rierungen des gleichen Ausdrucks und derselben Kategorie behandelt
werden: Strukturierungen der Kategorie 1 werden als unabhéngig ver-
standen. Strukturierungen der Kategorie 2 werden zum Teil iiber ihre
Konsequenzen miteinander verglichen. Strukturierungen der Kategorie
3 werden als Strukturierungen desselben erkannt und Strukturierungen
der Kategorie 4 werden als Eigenschaften eines Objekts behandelt. Da-
mit liegt ein weiteres Kriterium zur Umschreibung der vier Kategorien
VOr.
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5 Zweite Studie: Lineare Gleichungen

Klar wurde auch, dass die Begriffe Prozess, Verfahren und Objekt mit der
Beschreibung des Prozesses des Strukturierens und den entsprechenden vier
Kategorien zusammenhéngen. Darauf wird im folgenden Kapitel ndher einge-
gangen werden.
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6 Weiterentwicklung der Theorie

In diesem Kapitel wird die Theorie weiterentwickelt, basierend auf den in
Kapitel 4 und 5 dargestellten empirischen Resultaten. Ziel sind Hypothesen
zur Entwicklung des Strukturierens.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das Kategoriensystem der Prozesse
des Strukturierens (Kapitel 4 und Kapitel 5). Dieses wird in den Abschnitten
6.1 und 6.2 vereinheitlichend rekapituliert und sowohl aus der Perspektive der
theoretischen Uberlegungen in Kapitel 2 als auch aus jener der mathematikdi-
daktischen Literatur beleuchtet. Basierend auf diesem Kategoriensystem wird
anschliefend ein Stufenmodell vorgeschlagen (Abschnitt 6.3). Dazu muss vor-
erst eine innere Verbindung zwischen den vier Kategorien hergestellt werden.
Das gelingt, indem die vier Kategorien als Stufen des ,Wissen, wie“ gedeu-
tet werden, das eine Person beim Folgen der impliziten Normen leitet. Das
Stufenmodell ermdglicht eine Antwort darauf, inwiefern die vorgelegte Arbeit
einen Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansatz stiitzt oder nicht.

6.1 Zusammenfassung der bisherigen Theorie
und Empirie

6.1.1 Theorie

Die Leitfrage dieser Arbeit ist, wie Personen Umformungen in algebraischen
Ausdriicken erkennen. Zur Behandlung dieser Fragestellung wurde der Be-
griff der Strukturierung eines algebraischen Ausdrucks eingefiihrt. Er meint
den Bezug zwischen Teilen eines Ausdrucks, der von der Person, die gerade
strukturiert, hergestellt wird. Mit dem Begriff der Strukturierung steht nun
ein Begriff zur Verfiigung, der die Individualisierung der Struktur betont: Wo
die Struktur als mathematische Eigenschaft eines algebraischen Ausdrucks
verstanden wird, beschreibt die Strukturierung den individuellen Zugang der
Person zum Ausdruck. So wird ein Begriff der mathematischen Theorie (ndm-
lich die Struktur) ergénzt durch einen der individuellen mathematischen Pra-
xis (ndmlich die Strukturierung).

Die theoretischen Uberlegungen dieser Arbeit folgen einer semiotisch-prag-
matischen Sichtweise. Sie machen deutlich, dass die Festlegung des Strukturie-
rens als das Aufeinanderbeziehen von Teilen des Ausdrucks es ermdoglicht, das
Strukturieren als ein Handeln zu begreifen. Die Konsequenz ist, dass erstens
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6 Weiterentwicklung der Theorie

Strukturieren der Beobachtung zugénglich wird und zweitens eine Person beim
Strukturieren eines Ausdrucks diesem Bedeutung zuweist. Diese Bedeutung ist
als eine personale (und pragmatische) konzipiert. Sie wird empirisch beschreib-
bar, indem man die Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz
und Abschlussbedingung bestimmt. Mit diesen vier Konstrukten wird erfasst,
warum die Person den Ausdruck gerade so strukturiert. Damit einher geht die
personale Bedeutung des Ausdrucks.

6.1.2 Empirie

In zwei Interviewstudien wurde untersucht, wie Experten und Novizen struk-
turieren. Das Hauptergebnis sind vier Kategorien von Prozessen des Struktu-
rierens. Sie entsprechen vier Kategorien der Bedeutung von Strukturierungen.

Kategorie 1

Strukturierungen dieser Kategorie sind einerseits durch grafische Eigenschaf-
ten des Ausdrucks bestimmt und andererseits durch das, was eine Person, die
gerade strukturiert, als dhnlich respektive gleich behandelt. Eine entsprechen-
de Person bezieht jene Teile in einem Ausdruck aufeinander, die sie als optisch
aghnlich oder gleich erachtet. Dabei hat sie das Ziel, den Ausdruck einfacher
aussehen zu lassen. Das liefert oftmals idiosynkratische Strukturierungen, die
zu falschen Umformungen fiihren. Denn die im Ausdruck vorkommenden Ope-
rationszeichen werden in diesen Fallen unangemessen mit den dhnlichen Teilen
des Ausdrucks in Verbindung gebracht.

Eine Strukturierung der Kategorie 1 verbindet die Person, die gerade struk-
turiert, nicht mit anderen Strukturierungen desselben Ausdrucks, die sie her-
stellt. In diesem Sinne sind solche Strukturierungen nicht Strukturierungen
desselben.

Kategorie 2

Solche Strukturierungen machen sichtbar, was es heifst, wenn eine Person einen
Ausdruck als Befehl zur Ausfithrung eines Verfahrens begreift: Sie behandelt
die Teile des Ausdrucks als Bestandteile des Verfahrens. Diese Teile bezieht
sie so aufeinander, dass sie das Verfahren sofort ausfithren kann. Alles andere
beachtet sie nicht. So stellt sie keine Bezilige her, um etwas iiber den Term-
aufbau oder die Anwendung mathematischer Gesetzméafbigkeiten zu erfahren.
Sie will einzig und allein den Ausdruck @ndern.

Wenn die Person mehrere Strukturierungen dieser Kategorie beim selben
Ausdruck produziert, dann vermag die Person diese nicht als Strukturierungen
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desselben zu behandeln. Hingegen erkennt sie allenfalls die Konsequenz der
einen Strukturierung als jene der anderen Strukturierung.
An zwei wichtige und typische Beispiele sei erinnert:

1. Temporale Behandlung von ,,Punkt vor Strich“: Manche Novizen neigten
dazu, aufgrund der Regel ,,Punkt vor Strich* zuerst alles zu multiplizie-
ren, bevor sie etwas anderes machten. Aus diesem Grund wagte es etwa
Novize8 lange nicht, bei 13(z—6)+15 = 15 beidseitig 15 zu subtrahieren,
bevor sie 13(x — 6) ausmultipliziert hatte (Abschnitt 5.2.3).

2. Operationszeichen als Vorzeichen behandeln: Manche Novizen neigten
dazu, die Operationszeichen vor den Klammern als Vorzeichen zu be-
handeln. So behandelte Novize8 in 4(3z+9) = (72 —2) - 18 — 18(7x — 2)
das Minuszeichen rechts in der Mitte anfinglich als Vorzeichen- und
nicht als Operationszeichen (Abschnitt 5.2.4).

Kategorie 3

Strukturierungen dieser Kategorie sind Umstrukturierungen. Eine Person, die
umstrukturiert, will den Term vereinfachen respektive die Gleichung l6sen und
nicht einfach &ndern. Durch die Umstrukturierung generiert die Person ein
Objekt, denn sie erkennt das wieder, was sie vorgingig schon einmal struk-
turiert hatte, aber anders: Sie verbindet die vorgéngige Strukturierung mit
der Umstrukturierung. Typischerweise bezieht die Person durch die Umstruk-
turierung die Teile des Ausdrucks so aufeinander, dass (vorher unbeachtete)
mathematische Gesetzméfigkeiten sichtbar werden.

Typisch sind die folgenden Beispiele: Novize2 strukturierte 40x® und 602>
in 4023 + 6022 = 122 + 18 von zwei Summanden um in zwei Multiplikatio-
nen (Abschnitt 4.2.3). Novize8 behandelte das Minuszeichen in der Mitte der
rechten Seite von 4(3z +9) = (7Tx — 2) - 18 — 18(7x — 2) zuerst als Vorzeichen
und erst dann als Operationszeichen. Sie strukturierte die rechte Seite um von
zwei Multiplikationen zu Minuend minus Subtrahend (Abschnitt 5.2.4).

Kategorie 4

Alle Strukturierungen der Experten fallen in diese Kategorie. Der Experte
behandelt den Ausdruck als Objekt mit verschiedenen Eigenschaften. Jede
Strukturierung driickt eine andere Eigenschaft aus und insofern fungiert das
Objekt als Verbindung zwischen den Strukturierungen. Der Experte nutzt
solche Strukturierungen, um dariiber entscheiden zu kénnen, welche Eigen-
schaft (welche Umformung) aktuell zum Zuge kommen soll. Daher stellt er
eine Vermutung iiber eine mogliche Umformung auf, strukturiert so, dass er
die Angemessenheit dieser Umformung im konkreten Fall herausfinden kann,
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6 Weiterentwicklung der Theorie

und verwirft oder akzeptiert anschliefend seine Strukturierung. Insofern ex-
ploriert er mittels Strukturieren die Angemessenheit von Umformungen.

Diese Kategorien bringen zudem den Unterschied zwischen Experten und
Novizen auf den Punkt. Die Strukturierungen der Novizen wurden fast aus-
nahmslos den Kategorien 1 bis 3 zugeordnet und jene der Experten der Kate-
gorie 4. Die Strukturierungen der Experten dienen dem Aufstellen von Vermu-
tungen, die dann widerlegt oder belegt werden. Die Experten strukturieren ex-
plorierend. Sie konnen spontan auf unterschiedliche Weisen strukturieren und
brauchen nur noch zu testen, welche Strukturierung von all den moglichen
Strukturierungen den einfachsten Losungsweg liefert. Die Novizen hingegen
verfiigen nicht iiber einen solchen Uberblick. Sie orientieren sich vorerst an
Standardverfahren — oder gar an idiosynkratischen Herangehensweisen — und
miissen alternative Losungswege erst mal entdecken. Daher fokussieren sie ent-
weder auf Teile, die optisch dhnlich aussehen, die Bestandteile von Verfahren
sind oder die sie umstrukturieren und so neu als Objekte behandeln kénnen.

Das zweite empirische Ergebnis ist der Nachweis, dass nicht nur Novizen,
sondern selbst Experten individuell strukturieren. Auch wenn eine einheitliche
Fachsprache verwendet wird und man etwa von Kiirzen spricht, sind die damit
bezeichneten Strukturierungen hochst unterschiedlich. Zudem strukturierten
die untersuchten Experten die Terme und Gleichungen zum Teil wesentlich
anders als in vielen Mathematik-Lehrbiichern vorgeschlagen (Abschnitt 4.2.7).
Ein Beispiel ist der Term 69641?612. Hier nutzte die Mehrheit der Experten
vertikale Beziige.

6.2 Die Kategorien im Vergleich mit anderen
Studien

In diesem Abschnitt werden die vier Kategorien in den Kontext der mathe-
matikdidaktischen Diskussion gestellt. Dabei werden sowohl Literatur aus der
Algebradidaktik referiert als auch gebietsiibergreifende Arbeiten oder sogar
Arbeiten aus anderen Bereichen der Mathematikdidaktik. Es kann belegt wer-
den, dass die Kategorien relevante Aspekte des Umgangs mit dem algebrai-
schen Kalkiil einfangen. Deshalb sind in den folgenden Abschnitten 6.2.1,
6.2.2, 6.2.3 und 6.2.4 Resultate aus der mathematikdidaktischen Literatur
zusammengestellt, welche wesentliche Aspekte der einzelnen Kategorien spie-
geln. Zuerst wird aber dafiir argumentiert, dass die Bildung von vier — statt
beispielsweise drei oder fiinf — Kategorien plausibel ist. Dazu werden Ana-
logien gebildet zwischen dem hier vorgestellten Kategoriensystem und den
Kategoriensystemen von Strukturierungsfahigkeiten der Kinder im Vorschul-
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und Unterstufenbereich.

Kategorien von Strukturierungsfihigkeiten sind bislang nur fiir den Vor-
schul- und Unterstufenbereich entwickelt worden. Augenfillig ist, dass immer
vier Kategorien gebildet wurden. Offenbar scheinen vier Kategorien empi-
risch gerade noch separierbar und fiir eine inhaltliche Trennung der Unter-
schiede gerade geniigend differenziert zu sein. Zum Beispiel sind in Mulligan,
Prescott und Mitchelmore (2004) vier Entwicklungsstufen der Muster- und
Strukturerkennung von Kindern vorgestellt. Sébbeke (2005) postuliert vier
Ebenen der visuellen Strukturierungsfahigkeit, die etwa beim Arbeiten mit
dem Hunderter-Punktefeld relevant sind. Auch van Nes (2009) identifiziert
vier Phasen in der Entwicklung der rdumlichen Strukturierungsfihigkeit von
Kindern.

Fiir einen ausfiihrlicheren Vergleich dieser drei Kategoriensysteme sei auf
Liiken (2012) verwiesen. Hier seien in aller Kiirze nur die folgenden Gemein-
samkeiten festgehalten. In der jeweiligen ersten Kategorie dominieren idiosyn-
kratische Sichtweisen, intendierte Strukturen bleiben unerkannt und die Kin-
der orientieren sich allgemein am konkret Fassbaren. In der jeweiligen zweiten
Kategorie 16sen sich die Kinder von dem konkret Vorgegebenen und beginnen
Muster und Strukturen herzustellen. Van Nes (2009) betont beispielsweise,
dass diese von den Kindern zwar in Teilen erkannt, aber nicht genutzt werden
konnen. In der jeweiligen dritten Kategorie produzieren die Kinder intendier-
te Strukturierungen und konnen diese auch nutzen. Erste Umdeutungen sind
moglich. In der jeweiligen vierten Kategorie meistern die Kinder die entspre-
chenden Aufgaben vollumfianglich. Sie strukturieren flexibel und sind sogar
in der Lage, auch produktive, nicht intendierte Strukturierungen herzustellen,
beispielsweise in ungeordneten Anordnungen.

Auch wenn diese drei Kategoriensysteme je andere Strukturierungsprozesse
beschreiben, also nicht jene von algebraischen Ausdriicken, wird offensicht-
lich, dass jene vier Kategorien jeweils sehr analog zu den hier vorgestellten
sind. Das Strukturieren, egal ob von visuellen Anordnungen, Punktefeldern,
rdumlichen Arrangements oder algebraischen Ausdriicken, scheint auf plausi-
ble Art und Weise in vier Stufen eingeteilt werden zu konnen. Es soll aber
ausdriicklich betont werden, dass bei Begriffsbildungsprozessen nicht immer
von vier Stufen gesprochen wird. Es gibt prominente Beispiele, wo nur drei
Stufen postuliert sind. So teilt etwa Sfard (2008) die Entwicklung von Vorge-
hensweisen in Handlungsakte, Rituale und Explorationen ein (vgl. Abschnitt
2.5.4).

Nachdem das Kategoriensystem als Ganzes auf analoge Arbeiten in der
Mathematikdidaktik bezogen wurde, stehen nun die einzelnen Kategorien im
Fokus. Es werden Zusammenhénge zwischen jeder Kategorie und der mathe-
matikdidaktischen Literatur aufgezeigt.
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6.2.1 Kategorie 1: Den Ausdruck optisch einfacher
machen

Strukturierungen dieser Kategorie basieren wesentlich auf grafischen Merkma-
len des Ausdrucks. Typischerweise strukturieren wenig fortgeschrittene Schii-
lerinnen und Schiiler genau so. Im Paradigma des Vergleichs von Experten
und Novizen entspricht dies dem Sachverhalt, dass sich Novizen vor allem
an Oberflichenmerkmalen orientieren (Chi, Feltovich & Glaser, 1981; Martin,
2013; Riiede, 2009). Damit ist aber nicht gemeint, dass Experten solche Ober-
flachenmerkmale nicht registrieren. Sie nutzen diese durchaus fiir ihre Struk-
turierungen. Nur beziehen sie etwa gleiche Terme — zum Beispiel (16 + 3x)
in der Gleichung 7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3z) — so aufeinander, dass sie
als Folge korrekt und dufterst angemessen umformen. Leider ist der Einbezug
von Oberflichenmerkmalen durch Experten wenig erforscht. Ein Beispiel aus
der Mathematik ist etwa in Bromme, Rambow und Strasser (1996) diskutiert,
eines aus der Medizin in Medin und Ross (1989).

Interessant ist, dass diese Oberflichenmerkmale vorwiegend zu solchen Feh-
lern Anlass geben, die dann zur Produktion ,schoner Resultate fithren. In den
hier vorgestellten zwei Studien konnte man nie beobachten, dass aufgrund von
grafischen Auffélligkeiten eine Person (falschlicherweise) ein ,héssliches* Re-
sultat erhielt. Meines Wissens ist dies auch in der Literatur nicht dokumen-
tiert. Allerdings scheinen Oberflachenmerkmale teilweise zu kompliziert(er)en
falschen Umformungen zu verfithren. Zum Beispiel haben Linchevski und Liv-
neh (2002) Personen Ausdriicke wie 217—17+69, 217—32+26 und 217—30+30
vorgelegt. Sie stellten fest, dass bei 217 — 30 + 30 einige Personen die beiden
Teile —30 und 430 nicht einfach miteinander zu Null verrechneten, sondern zu
60 addierten und von 217 subtrahierten. Bei 217—17+69 trat dieser Fehler na-
hezu nie auf. Diese Studie dokumentiert als eine der wenigen, dass man durch
geschicktes Wéahlen der Zahlen die Probanden zu komplizierteren Rechnun-
gen verfiihren kann. Die grofle Mehrheit der Studien hilt aber die Neigung
von Novizen fest, syntaktische Auffilligkeiten zu fehlerhaften Streichungen
und Verrechnungen zu missbrauchen. So weisen beispielsweise Kirshner und
Awtry (2004) gerade darauf hin, dass aufgrund der visuellen Augenschein-
lichkeit von Regeln wie etwa (zy)* = x*y* die Schiilerinnen und Schiiler zur
Herstellung unangemessener, visueller Augenscheinlichkeiten verfithrt werden.
Sie vereinfachen dann etwa (z + y)* zu 2% + y*. Im Abschnitt 1.2.3 ist dar-
auf hingewiesen, dass zum Beispiel in Matz (1982) oder Malle (1993) solche
Fehler als Ubergeneralisierung oder unzulissige Linearisierung erklért werden.
Bei Kirshner und Awtry (2004) handelt es sich hingegen klar um Probleme der
Wahrnehmung, ein Erklarungsansatz, der als kognitionspsychologische Lesart
der Kategorie 1 aufgefasst werden kann.

Offenbar scheinen solche Verfithrungen durch grafische Auffilligkeiten be-
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sonders bei den letzten Schritten wihrend des Umformens aufzutreten, also
dann, wenn sich das Schlussresultat abzeichnet. So berichtet Hall (2002) tiber
Personen, die beispielsweise Z5t3z=10 z+5

“7i9.—g korrekt zu T3 umformten, dies dann

aber unzuléssig zu % zusammenstrichen. Hall (2002) hebt die Individualitat
der Griinde hervor, welche seine untersuchten Personen fiir das Wegstreichen

der z in ﬁ anfiithrten. Gemeinsam war diesen Personen hingegen, dass sie das
. 2 _ .. .
2? in ZH3=0 als Befehl zum Faktorisieren behandelten und dann im resul-

tierenden Ausdruck % das Gleiche, also (x — 2), wegstrichen. Ebenso

strichen sie dann in ﬁ—ii das Gleiche, nédmlich das x, weg. Dahinter liegen
offenbar Strukturierungen der Kategorie 1. Allerdings wird offen gelassen, in-
wiefern bei der Umformung zu % auch jenes (allenfalls aus der Arithmetik
mitgenommene) Bediirfnis eine Rolle gespielt haben kénnte, im Resultat kei-
ne sichtbaren Operationszeichen mehr zu haben, also einen Ausdruck wie 5x
oder ab. Denn Schiilerinnen und Schiiler neigen dazu, beispielsweise 5 + = zu
5z zu vereinfachen (Falle, 2007; Tirosh, Even & Robinson, 1998). Geméf Hall
(2002) wiren weitere Untersuchungen nétig, um Klarheit zu bekommen, inwie-

fern bei seinen Untersuchungen genau solche Bediirfnisse eine Rolle spielten.

6.2.2 Kategorie 2: Den Ausdruck dandern

Strukturierungen der Kategorie 2 sind mit der Behandlung eines Terms als
Verfahren verbunden. Der algebraische Ausdruck wird als Befehl fiir ein Ver-
fahren behandelt. Entsprechend suchen die Personen im Ausdruck nur nach
dem, was sie zur Ausfiihrung des ersten Verfahrensschritts benotigen. Das ist
in der Literatur auch dokumentiert. Zum Beispiel berichtet Falle (2007, S.
291) tiber Schiilerinnen und Schiiler, die das Vereinfachen eines Terms wie
8p —2(p+5) behandeln als ,die Klammern loswerden“ oder ,Man rechnet das
Aukere mal das Innere”. Entsprechend beschreiben sie verbal nur den Prozess
des Ausmultiplizierens, nicht aber das Resultat.

Diese Einschréankung auf das Verfahren wurde und wird in der Literatur
vielfach thematisiert. Beispielsweise halten Graham und Thomas (2000, S.
268) fest: “Students have often been taught the rules of algebra so that they
could develop the necessary manipulative ability, but with little addressing of
concepts.” Aufgrund dieser Feststellung schlagen diese Autoren die Forderung
des versatilen Denkens (versatil thinking) vor. Denn so wiirden Lernende mit
einem algebraischen Ausdruck nicht nur ein entsprechendes Verfahren verbin-
den, sondern auch Gesetze und Eigenschaften und wéren dann in der Lage,
auch andere, nicht standardméfige Umformungen zu diskutieren.

Zentral an einer Strukturierung dieser Kategorie ist ihre Abschlussbedin-
gung. Sie besteht nur darin, dass die sich aus der Strukturierung ergebende
Konsequenz ausgefiihrt werden konnte. Typischerweise heifst das, dass der

125



6 Weiterentwicklung der Theorie

Term oder die Gleichung umgeformt werden konnte, und zwar so, wie die Per-
son es beabsichtigte. Die Person priift nicht, ob die Aufgabe nun gelost ist.
Das fiihrt vor allem in unvertrauten Situationen zu Problemen. Die Person
strukturiert dann so, wie sie es gewohnt ist, und realisiert gar nicht, dass die
resultierenden Umformungen nicht zum Ziel fithren respektive unangemes-
sen sind. Als Folge meistert die Person die unvertraute Situation nicht, da
sie darauf nur Standardverfahren anwendet. Das konstatieren beispielsweise
Sfard und Linchevski (1994) sowie Huntley et al. (2007). Letztere etwa legten
Probanden lineare Gleichungen vor. Die Probanden 16sten diese erfolgreich,
aber nur dann, wenn die Gleichung genau eine Losung besaf, das heifst, wenn
der Normalfall vorlag. Bei Gleichungen mit ,,unendlich“ vielen Losungen wie
2(3z + 4) = 6z + 8 oder ohne Losungen wie 6x + 13 = 6x scheiterten die
Probanden oft, denn sie behandelten auch diese Gleichungen so, wie wenn sie
genau eine Losung hatten.

Offenbar kann sich eine Person, die vorwiegend Strukturierungen der Ka-
tegorie 2 produziert, schwerlich selbst helfen, wenn ihr eine neue Situation
vorgesetzt wird. Das arbeitet Skemp (1978) als Charakteristikum des instru-
mentellen Verstehens (instrumental understanding) heraus. Geméf diesem
Autor arbeiten Personen, die instrumentell denken, einen Ausdruck einfach
Schritt um Schritt ab: “What has to be done next is determined purely by the
local situation.” Wer instrumentell denkt, weifs iiber die einzelnen Verfahrens-
schritte Bescheid, auch iiber deren Reihenfolge, behandelt sie aber als reine
Anweisung. Ausgebildet ist nur das Wie des Verfahrens, das Wann fehlt.

Vollig konsistent mit diesen Feststellungen ist die Tatsache, dass eine Person
zwischen zwei Strukturierungen der Kategorie 2 keine Verbindung herstellt,
auch dann nicht, wenn sie denselben Ausdruck einmal so und einmal anders
strukturiert hatte. Insbesondere begreift sie dies nicht als Umstrukturierung.
Die Person behandelt die beiden Strukturierungen einfach als zwei verschiede-
ne Aufgaben. Analog berichtet Mok (2010) iiber Schiilerinnen und Schiiler, die
sowohl (a+b) : c=a:c+b:cals auch 2 = ¢ + % als korrekte Umformung
behandelten, doch ihre Begriindungen nicht miteinander in Verbindung brach-
ten, auch in jenen Féllen nicht, wo sie selbst die Bruchdarstellung ausgehend
von (a+0b) :c=a:c+b:cnotiert hatten.

Aufgrund der hohen Anzahl der hergestellten Strukturierungen der zweiten
Kategorie wird in den folgenden Abschnitten ein Punkt wichtig, der in Ab-
schnitt 2.5 ausfiihrlich vorgestellt wurde. Terme kénnen als Prozess, Verfahren
oder Objekt behandelt werden. Vom-Prozess-zum-Objekt- Ansétze postulieren
eine Entwicklung von der Behandlung eines Terms als Prozess hin zu seiner
Behandlung als Objekt. Diese Ansétze gehen aber auf die Behandlung eines
Terms als Verfahren gar nicht ein. Die in der Kategorie 2 verorteten Struktu-
rierungen entsprechen jedoch einer Behandlung des Terms als Verfahren. Die
Mehrheit der von den Novizen hergestellen Strukturierungen war von dieser
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Art, wie zum Beispiel Abbildung 5.1 belegt. Die Novizen behandelten die Aus-
driicke oft als Verfahren, aber selten als Prozess. Es scheint, dass die befragten
Personen nicht Prozesse verinnerlichten, sondern Verfahren verkorperlichten.
Das deutet darauf hin, dass Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze zu ergénzen
respektive zu revidieren sind, was in Abschnitt 6.3.5 auch gemacht werden
wird. Insgesamt bestétigen also die Studien von Kapitel 4 und 5 die Resultate
von Nogueira de Lima und Tall (2008, S. 14):

“The students in this study do not build on algebraic expressions
as processes [...| the students focus not on the general principle but
on the specific principles that they use in practice, such as ,picking

Y

up a term‘ and ‘shifting it to the other side’.

6.2.3 Kategorie 3: Den Ausdruck umstrukturieren

Diese Kategorie steht fiir den Ubergang vom Novizen- zum Expertentum. Die
Strukturierungen dokumentieren Beziige, mit denen aus einer ersten Struktu-
rierung eines Terms eine zweite produziert wird. Dasselbe wird auf zweierlei
Arten strukturiert. Ein neues Objekt ist generiert (vgl. Abschnitt 2.5.3). Die
Voraussetzung fiir solche Umstrukturierungen war jeweils, dass die entspre-
chende Person die Aufgaben 16sen und nicht nur das Verfahren ausfiithren
wollte. Das Wann der Strukturierung war offenbar ebenso wichtig wie das
Wie. Die entsprechenden Personen wiesen einem Verfahren einen Zweck zu:
Wozu brauche ich das Verfahren? Was ist das Ziel der Anwendung? Im Sinne
von Nesher (1986) zeigten sie ein Verstehen des Verfahrens. Denn diese Au-
torin betont, dass mit dem Verstehen eines Verfahrens immer die Fahigkeit
seiner Beurteilung einhergeht. Das ist genau der Unterschied zur Kategorie
2: Die Verfahren werden dort nur ausgefiihrt. Erst wenn man ein Verfahren
hinsichtlich der Erfiillung seines Zwecks beurteilen kann, verwirft man es bei
Nichteignung und strukturiert den Ausdruck aus eigenem Antrieb um. Inso-
fern setzt der Drang zur Umstrukturierung metakognitive Fahigkeiten voraus.

Eindriicklich an den Strukturierungen der Kategorie 3 war, wie hier die
Novizen handelnd entdeckten. Eine Strukturierung aufgrund ihrer Unange-
messenheit zu verwerfen ist das eine. Das andere ist, trotzdem handlungsfa-
hig zu bleiben. Mason und Spence (1999, S. 136) sprechen von Wissen zu
(knowing-to), welches Personen zu Entdeckungen befahigt: “Knowing-to act,
in the moment, [...| is what students need in order to engage in problem solving
where context is novel and resolution non-routine or multi-layered.” Oftmals
schauten die Novizen erst nach dem Verwerfen einer verfahrenbasierten Struk-
turierung den algebraischen Ausdruck genauer an. Sie begannen, die Teile so
aufeinander zu beziehen, dass ihre Gemeinsamkeiten sichtbar und die Anwen-
dung von Rechengesetzen erkennbar wurden. Sie probierten aus, sie wollten
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einfach anders strukturieren, als das Verfahren vorschlégt. Sie zeigten ein so
genanntes suchbasiertes (search-based) Handeln (Gick, 1986). Die Experten
gingen in diesen Situationen hingegen Schema-orientiert (schema driven) vor.
Sie strukturierten, um aus ihrem Repertoire moglicher Verfahrensideen die
optimale auszuwahlen.

Ganz allgemein wird die zentrale Bedeutung von Umstrukturierungsprozes-
sen beim Lernen von Mathematik gerade bei semiotischen Ansétzen betont.
Zum Beispiel plddiert Brunner (2011) fiir eine Konzeption des mathemati-
schen Lernens als Restrukturierungsprozess und Hoffmann (2005) versteht
Verallgemeinerungsprozesse als Restrukturierungen.

6.2.4 Kategorie 4: Klassifizierungen des Ausdrucks
erforschen

Die Strukturierungen der Kategorie 4 sind Bestandteile des explorierenden
Vorgehens der Experten. Diese vermuteten erstens ein mogliches Vorgehen
entweder aufgrund eines Merkmals oder aufgrund von verworfenen Struktu-
rierungen. Zweitens suchten sie nach Belegen fiir ihre Vermutung und stellten
dazu entsprechende Strukturierungen her. Dieses Erforschen des Ausdrucks
konnten die Experten verbalisieren. Sie diskutierten den Ausdruck, sie er-
zéhlten eine Geschichte tiber ihn, im Sinne von Sfard (2008) produzierten
sie Narrationen. Zentrales Thema solcher Diskussionen war typischerweise die
Angemessenheit der einzelnen Umformungen. Sie verglichen ihren Losungs-
weg mit anderen moglichen, insofern offenbarten sie eine hohe Flexibilitét,
wie etwa in Star und Newton (2009) beschrieben.

Die Flexibilitdt von Experten wird in der Literatur oftmals als Adaptivitdit
bezeichnet (Schwartz, Bransford & Sears, 2005). Adaptive Experten kénnen
mehr als (nur) routinierte Experten. Sie kénnen némlich auch die Perspek-
tive wechseln und so neuartiges Wissen erschliefsen. Die in der hier vorge-
legten Arbeit von den Experten hergestellten Strukturierungen koénnen als
solche Schopfungsakte verstanden werden. Denn diese Strukturierungen ba-
sierten auf einem Wechsel der Perspektive, auf einem expliziten Verzicht auf
Standardvorgehen. Das in Abschnitt 5.2.5 von Experte4 angefiihrte Zitat von
Nietzsche ,,Das erste Zeichen der Geistigkeit ist, auf einen Reiz nicht sofort zu
reagieren” driickt diese Adaptivitdt aus.

Eine zentrale Frage in der Expertise-Forschung ist, welche Faktoren das
Konstrukt der Flexibilitdt bestimmen. Verschaffel et al. (2011) listen drei Fak-
toren auf: Charakteristik der Fragestellung, des Experten und des Kontexts.
Was als flexibles Strukturieren gilt, ist somit nicht allein durch Merkmale des
algebraischen Ausdrucks bestimmt, sondern etwa auch durch die bevorzugten
Vorgehensweisen des Experten und die impliziten Normen der Mathematik.
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Vor diesem Hintergrund iiberrascht die Vielfalt der Strukturierungen bei den
Experten nicht. Im Gegenteil. Die beispielsweise in Abschnitt 4.2.7 dokumen-
tierten zwolf Strukturierungen der zwolf Experten bestétigen, dass flexibles
Strukturieren wesentlich durch personale Eigenschaften und (implizit) durch
soziale Normen bestimmt sind. Ansonsten hétten die zwolf Experten identisch
strukturieren miissen.

6.3 Ein vierstufiges Modell des Strukturierens

In diesem Abschnitt wird ein Stufenmodell des Strukturierens algebraischer
Ausdriicke vorgestellt. Es wird auf eine breite Verankerung des vierstufigen
Modells geachtet. So werden zu seiner Begriindung sowohl empirische Resulta-
te als auch theoretische Uberlegungen herangezogen. Gestiitzt wird es auf die
in Abschnitt 4.2.5 dargestellten empirisch fundierten Kategorien von Struktu-
rierungen, auf die in Abschnitt 5.2.7 festgehaltenen Ergénzungen dieser Kate-
gorien, auf die Konzeption von Stufenmodellen des Erkennens von Strukturen
und Mustern (Liiken, 2012; Mulligan, Prescott & Mitchelmore, 2004; van Nes,
2009; Sobbeke, 2005), auf Arbeiten zur Behandlung von Termen als Prozesse
und Objekte (Abschnitt 2.5) und auf Arbeiten zur Generierung von Objekten
wie Brandom (2000) und Sfard (2008).

6.3.1 Implizites Wissen und Wahrnehmung

In den folgenden Abschnitten wird die bestimmende Rolle des ,Wissen, wie
respektive des impliziten Wissens beim Strukturieren herausgearbeitet. Aus
diesem Grund wird nun detaillierter ausgefiihrt, was in dieser Arbeit unter
dem ,Wissen, wie* respektive dem impliziten Wissen verstanden wird und wie
dies allgemein mit Wahrnehmungsprozessen zusammenhéingt. Zentral ist die
Arbeit von Brandom (2000).

In den Abschnitten 2.1.2 und 2.1.3 ist das mathematische Arbeiten als Be-
folgen von impliziten Normen beschrieben. Beispielsweise ist die Angemessen-
heit der Regelanwendung durch implizite Normen festgelegt. Diese Normen
sind implizit, weil sie im mathematischen Handeln fundiert sind. Wer ihnen
folgen kann, besitzt das entsprechende praktische Wissen. Das ist ein ,Wissen,
wie'* und ,Wissen-wie heifit nichts anderes als verlésslich fahig sein“ (Brandom,
2000, S. 62). Es ist also ein praktisches Wissen und besteht sowohl in selbst
eingegangenen als auch in von anderen zugewiesenen Festlegungen. Das ,Wis-
sen, wie* ist somit nicht etwas Kognitives im Sinne der Kognitionspsychologie,
sondern etwas Normatives im Sinne von implizit normativen Praktiken.

Das ,Wissen, wie* leitet also das Handeln, beispielsweise das mathematische
Arbeiten, insbesondere das algebraische Strukturieren. Nun lésst sich grund-
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sétzlich jedes Handeln als Sequenz einzelner Handlungen auffassen. Dann wer-
den die Relationen zwischen den einzelnen Handlungen wichtig. So stellt sich
die Frage, welche Umsténde zu welchen Konsequenzen fiihren (sollen) und
welche weiteren Konsequenzen sich daraus wiederum ergeben etc. Um diese
Frage beantworten zu konnen, ist die Unterscheidung von drei Fallen hilfreich
(Brandom, 2000):

1. Wenn sowohl der Umstand als auch die Konsequenz je ein Aussagesatz
ist, dann spricht man von einer Inferenz (vgl. Abschnitt 2.3.2). Solche
Inferenzen sind besonders fiir die Bedeutung eines Begriffs wichtig. Denn
diese besteht aus den angemessenen Inferenzen, in die der Begriff invol-
viert ist.

2. Wenn der Umstand von perzeptiver Natur und die Konsequenz ein Aus-
sagesatz ist, dann handelt es sich um eine explizit gemachte Wahrneh-
mung. Brandom (2000) spricht dann von einer , Beobachtung® respektive
von einem ,nicht-inferentiellen Bericht®. Solche Beobachtungen sind al-
so nicht das Resultat einer Schlussfolgerung (einer Inferenz), sondern sie
sind eine Reaktion auf die perzeptiven Umsténde. Nicht-inferentielle Be-
richte sind bei Brandom das Resultat von wverldsslich unterscheidenden
Reaktionsdispositionen.

3. Wenn der Umstand ein Aussagesatz und die Konsequenz eine praktische
Tatigkeit ist, dann entspricht dies einer intentionalen Handlung.

Weil spéter die Konzeption der Wahrnehmung im Zentrum steht, wird im Fol-
genden auf die ersten beiden Félle fokussiert. Es muss aber betont werden,
dass beim Strukturieren von algebraischen Ausdriicken auch der dritte Fall we-
sentlich ist. So wird etwa im Abschnitt 7.3 deutlich werden, dass (intentionale)
Handlungen wie das Anfarben von Teilen eines Ausdrucks, das Zeichnen von
Pfeilen oder das Notieren unnétiger Klammern produktive Tatigkeiten sind,
die das Strukturieren sowohl sichtbar machen als auch unterstiitzen.

Die obige Unterscheidung in drei Fille kann auch anders gelesen werden:
Es gibt zwei Moglichkeiten, die auf einen Aussagesatz filhren. Entweder er-
schlieft man diesen inferentiell aus vorhergehenden Behauptungen oder man
nimmt etwas wahr — was eben einer nicht-inferentiellen Produktion entspricht
— und macht es explizit. Den inferentiellen Anteil des ,Wissen, wie", also die
inferentiellen Relationen, bezeichnet Brandom (2000) als implizites Wissen.
Dieses implizite Wissen ist besonders gegliedert, da es nur aus Inferenzen
besteht. Das implizite Wissen eines Begriffs etwa kann zumindest zum Teil
explizit gemacht werden, und zwar als (endliche!) Menge von Konditiona-
len: Umstand; = Konsequenz;, wobei im Umstand; oder in der Konsequenz;
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der entsprechende Begriff vorkommen muss. Dabei liegen Umsténde wie auch
Konsequenzen als Aussagesétze vor.

Obwohl das implizite Wissen ausschliefslich inferentiell gegliedert ist, spielt
es beim (nicht-inferentiellen) Prozess des Wahrnehmens eine entscheidende
Rolle. Denn Beobachtungen koénnen als nicht-inferentielle Berichte explizit
gemacht werden. Insofern gehen in Beobachtungen Begriffe ein. Und mit die-
sen Begriffen ist das entsprechende implizite Wissen verbunden. Es ist schon
vor dem Wahrnehmungsprozess vorhanden und kann daher die Wahrnehmung
entsprechend leiten. Umgekehrt wird dieses implizite Wissen durch die Wahr-
nehmung, insbesondere durch deren Konsequenzen, geformt. Dieses Wechsel-
spiel zwischen Wahrnehmung und implizitem Wissen (und damit der impli-
ziten sozialen Praxis) erachtet auch Radford (2010a) als zentral. Er betont,
dass unsere Wahrnehmung von Dingen wesentlich davon abhéngt, in welchen
Kontexten man diese Dinge kennengelernt und wie man mit ihnen umzuge-
hen gelernt hat. Zum Beispiel ist es wichtig, wie man gelernt hat, wahrzu-
nehmende Dinge zu beschreiben. Das entsprechende implizite Wissen leitet
den Wahrnehmungsprozess, Radford (2010a, S. 2) spricht von einem ,eye as
a theoretician®.

Zur Hlustration stellen wir uns eine Person vor, welche die Gleichung 7(16 +
3xz) = 100 — 3(16 + 3x) anschaut und festhilt: ,Das ist eine lineare Glei-
chung.“ Mit diesem Aussagesatz ist die Wahrnehmung zumindest zum Teil
explizit gemacht. Uber welches implizite Wissen die Person verfiigt, wird aber
deutlicher, wenn sie weitere Beobachtungen explizit macht. Wenn sie iiber ei-
ne hohe Expertise verfiigt, konnte sie beispielsweise feststellen, dass sie links
einen Block sieht und rechts 100 minus einen anderen Block, wobei in bei-
den Blocken die gleiche Klammer vorkommt. Dieser nicht-inferentielle Bericht
setzt ein implizites Wissen voraus, das als Inferenz vom Aussagesatz ,Das ist
eine lineare Gleichung® zum nicht-inferentiellen Bericht iiber die Blocke ex-
plizit gemacht werden kann. Denn obige Person impliziert mit der Aussage
,Das ist eine lineare Gleichung“ eine Aufteilung der beiden Seiten links und
rechts des Gleichheitszeichens in Summen respektive Differenzen. Im Detail:
Sie impliziert, dass 100 — 3(16 + 3z) als Differenz von 100 und 3(16 + 3z)
zu behandeln ist und nicht als Multiplikation von —3 und (16 + 3x), deren
Resultat dann mit 100 zu verrechnen ist. Da sie iiber das entsprechende im-
plizite Wissen verfiigt, nimmt sie das Minuszeichen als Operations- und nicht
als Vorzeichen wahr. Sie sieht es so, wie sie es im Folgenden behandelt hétte.

Dieses Beispiel zeigt erstens, wie die inferentielle Gliederung des implizi-
ten Wissens einer Person auf ihre Wahrnehmung wirkt. Sie sieht das, was sie
implizit weiff. Mit ,Das ist eine lineare Gleichung“ und den anschlieffenden
nicht-inferentiellen Berichten macht sie zweitens diese inferentielle Gliederung
zumindest teilweise explizit und somit drittens auch die personale Bedeutung
von ,.Das ist eine lineare Gleichung*. Durch weiteres Nachfragen bei der Person
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konnten immer mehr Aspekte ihres impliziten Wissens explizit gemacht wer-
den. Umgekehrt lernt die Person. Ihre Erfahrungen mit ihren Wahrnehmungen
formen ihr implizites Wissen.

Zusammenfassend: Das implizite Wissen ist der inferentielle Anteil des ,Wis-
sen, wie“. Die Wahrnehmung eines algebraischen Ausdrucks ist eine (nicht-in-
ferentielle) Beobachtung. Dabei spielt das implizite Wissen eine entscheidende
Rolle. Denn in seine inferentielle Gliederung sind Begriffe eingebunden, die
Bestandteil des nicht-inferentiellen Berichts sind. Daher weist die inferentielle
Gliederung die Person einerseits darauf hin, wie der Ausdruck angeschaut wer-
den konnte. Andererseits kann die aktuelle Wahrnehmung zu neuen Erkennt-
nissen und damit zu einem Aus- oder Umbau der inferentiellen Gliederung
Anlass geben.

Diese Konzeption des Wechselspiels zwischen implizitem Wissen und Wahr-
nehmung ist das Korrelat zur kognitionspsychologischen Vorstellung des Wahr-
nehmungsprozesses wie etwa in Guski (2001) vorgestellt oder wie in Bromme
(1992) und Harnad (1987) als kategoriale Wahrnehmung beschrieben. Auch
wenn solche Analogien nur bis zu einem bestimmten Grad sinnvoll sind, kénn-
te in diesem Fall eine Analogie wie folgt lauten: Das Vorwissen korrespondiert
zum impliziten Wissen. Und so wie das Vorwissen mit dem wahrzunehmenden
Objekt wechselwirkt, wechselwirkt dieses mit dem impliziten Wissen.

6.3.2 Wiedererkennen als Ubersetzen zwischen
Strukturierungen

Nebst der Rolle des impliziten Wissens wird im Folgenden auch die Behand-
lung eines algebraischen Ausdrucks als Objekt wichtig werden fiir die Mo-
dellierung des Strukturierens. Damit werden die Uberlegungen aus Abschnitt
2.5.3 weitergefiihrt. In jenem Abschnitt wurde die Behandlung eines Terms als
Objekt mit Aspekten seiner Umformungen in Verbindung gebracht. Nun wird
ein Zusammenhang zwischen der Behandlung eines Terms als Objekt und den
Strukturierungen eines Terms hergestellt.

Brandom (2000) zufolge schafft das Wiedererkennen Identitdt. Dabei ist
Wiedererkennen immer ein Wiedererkennen des einen als das andere, es ist
ein Erkennen desselben auf zweierlei Arten. Brandom arbeitete diesen Ge-
danken weiter aus. Das eine als das andere wiederzuerkennen machte er als
Substitution des einen durch das andere explizit. Das Substituieren macht also
explizit, was man mit der (impliziten) Handlung der Wiedererkennung voll-
zieht. Dabei muss man sich immer im Klaren sein, dass Substituieren eine
Inferenz ist: Vom unsubstituierten Satz (der die eine Weise beschreibt) zum
substituierten Satz (der die andere Weise beschreibt).

Brandom nutzt die Idee der Substitution zur Definition von Gegensténden.
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Bei ihm geben singulédre Termini, die untereinander in Aussagen so hin- und
hersubstituiert werden konnen, dass sich die Bedeutung der Aussage nicht
andert, zu Gegenstdnden Anlass, auf welche diese singularen Termini hinwei-
sen. Leicht vereinfacht gesagt, entspricht bei Brandom ein Gegenstand einer
Aquivalenzklasse von singuldren Termini, die in Aussagen untereinander so
substituiert werden kénnen wie gerade beschrieben. Damit erreicht Brandom,
dass singulére Termini wie iiblich sprachliche Ausdriicke sind, die Gegenstéande
bezeichnen. Diese miteinander substituierbaren singuldren Termini fungieren
bei Brandom als verschiedene Weisen, wie auf den Gegenstand Bezug genom-
men werden kann. Verwendet man den einen singuliren Term, nimmt man so
Bezug, verwendet man einen anderen, nimmt man anders Bezug. Der eine sin-
guldre Term macht die eine Eigenschaft des Gegenstands explizit, der andere
die andere.

Obiger Gedanke wird nun zur Prézisierung dessen verwendet, was mit der
Behandlung eines algebraischen Ausdrucks als Objekt gemeint sein kann. Ein
erster Zugang findet sich in Abschnitt 2.5.3. Dieser wird nun verfeinert durch
Einbezug des Strukturierens: Wenn eine Person einen algebraischen Ausdruck
als Objekt behandelt, dann bedeutet das, dass sie ihn unterschiedlich struktu-
rieren und die einzelnen Strukturierungen (nicht unbedingt explizit) ineinan-
der tibersetzen kann. Wenn man die Idee von Brandom zu Ende denken wollte,
dann wére ein algebraischer Ausdruck als Objekt folgendermafien definiert: Er
wire gleich der Aquivalenzklasse von Strukturierungen, die die Person inein-
ander iibersetzen kann. Einmal so und dann anders strukturieren kann sogar
als Substitution der einen Strukturierung durch die andere explizit gemacht
werden. Wiedererkennen ist genau das Ubersetzen der einen Strukturierung
in die andere, das heiftt, das eine im anderen wiedererkennen.

Es wurde festgehalten, dass Brandom das Wiedererkennen des einen als
das andere als Substitution formalisiert hat. In der Mathematik werden sol-
che Substitutionen durch das Gleichheitszeichen explizit gemacht. a = b meint
die wechselseitige Substituierbarkeit von a und b. In der Tat ist diese Substitu-
ierbarkeit ein wesentliches Kriterium dafiir, wann man von einer relationalen
Behandlung von a = b sprechen kann. Experten haben damit keine Miihe. In
Jones (2009) sowie Jones und Pratt (2012) ist allerdings belegt, dass Kinder
diesen relationalen Aspekt des Gleichheitszeichens lernen miissen. Sie miissen
beispielsweise lernen, dass aus 11 = 3 + 8 und 11 + 22 = 33 die Aussage
3 + 8 + 22 = 33 folgt. Dahinter steckt eine Substitution, womit offenbar viele
Kinder Schwierigkeiten haben.

Ein Beispiel

Obige Idee, dass das Wiedererkennen gleich dem Ubersetzen der einen Struk-
turierung in die andere ist, wird nun an einem Beispiel illustriert. Gewahlt
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wird eine Umstrukturierung: Eine Person produziert aus der ersten Struk-
turierung eine zweite, die erste Strukturierung wird in die zweite iibersetzt.
So erkennt die Person die zweite Strukturierung als Strukturierung dessen,
was sie zuerst strukturiert hatte. Die erste und zweite Strukturierung wer-
den zu Strukturierungen desselben, ndmlich des strukturierten Terms. Dieser
wird durch die Umstrukturierung als Objekt behandelbar. Es wird ein neues
Objekt erfunden respektive entdeckt. Das fithrt dazu, den umstrukturierten
Term als Teil(-Objekt) des Ausdrucks zu behandeln und nicht etwa (blofs) als
Bestandteil eines Verfahrens.

Das Beispiel besteht in den folgenden redigierten und geordneten Interview-
passagen von Novize2, die gerade die Gleichung (i - natd = ﬁ
strukturierte (Riiede, 2012c).

Anwendbarkeitsbedingung: ,Dann habe ich geschaut, ob man es anders ma-
chen kann. [...| Ich habe auch die 4 wieder raufgenommen zum z |...] und
dann gesehen, dass sie gleich sind.“

Strukturierung: 4 - % auf der linken und ﬁ auf der rechten Seite sind
gleich.

Konsequenz: Dann ist auf der linken Seite ,eine Addition entstanden |[...| und
hier [auf der rechten Seite| wére es wie auch 0+ und dann kénnte man
es auf beiden Seiten wegrechnen.

Abschlussbedingung: ,Dann konnte man bequem mit dem Nenner multipli-
zieren und es blieb einfach noch z(1 — z) = 0.

Durch diese Umstrukturierung iibersetzte Novize2 mehrere Strukturierungen
ineinander. In gewissem Sinne arbeitete sich Novize2 ,yvon innen nach aufsen*.
Damit ist Folgendes gemeint: Novize2 behandelte den Term 4 - —£- zuerst als
Multiplikation. Das ,Innere” des Terms, also seine Oberflaichenstruktur, war
wichtig. Novize2 iiberlegte sich, wie sie diese Multiplikation ausfithren konnte.
Das war die erste Strukturierung. Danach entdeckte sie die Gleichheit der
beiden Terme links und rechts des Gleichheitszeichens. Sie bezog diese beiden
Briiche aufeinander. Das war die zweite und die eigentliche Strukturierung.
Dank diesem Vergleich konnte sie die Multiplikation als Produkt behandeln,
das heifst, 4 - —*7 auch von ,aufen” anschauen: Sie schaute, was auf dieses
Produkt wirkt. Dadurch erkannte sie, dass 4 - —*; auch ein Summand ist. Das
ist die dritte Strukturierung und in obiger Konsequenz formuliert. Novize2
interpretierte also den Term 4 - —% zuerst gemaf seinem inneren Aufbau und
erst danach gemafs seinen duferen Zusammenhéngen mit den restlichen Teilen
der Gleichung. Wichtig dabei ist, dass diese Handlung die erste in die dritte
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Strukturierung iibersetzt, das explizite Verbindungsglied ist die zweite, also
die eigentliche Strukturierung.

Dieses Ubersetzen fithrte zum Wiedererkennen. Die erste Strukturierung
ging mit dem Wegmultiplizieren der Nenner einher, die dritte mit dem Wegstrei-
chen der beiden Briiche links und rechts des Gleichheitszeichens. Weil die
beiden Strukturierungen ineinander {ibersetzbar geworden sind, werden sie
aber nicht mehr einfach den zugehorigen Verfahren zugewiesen und als un-
verbunden behandelt. Es sind auch nicht mehr zwei unverbundene Aufga-
ben, einmal das Wegmultiplizieren der Nenner, einmal das Wegstreichen von
4 - £ und ;%4. Vielmehr erkannte Novize2, dass die Multiplikation 4 - —*
auch ein Summand ist. Sie behandelte dasselbe unterschiedlich. Novize2 er-
kannte den Bestandteil des einen Verfahrens wieder und zwar als Bestandteil
des zweiten Verfahrens. Dieses Wiedererkennen des einen als das andere ist
durch den Ubersetzungsprozess ausgelost worden. So bezieht sich die zwei-
te Behandlungsweise auf das, worauf sich schon die erste bezog. Die zwei
Behandlungsweisen werden zu Behandlungsweisen desselben, namlich zu Be-

handlungsweisen des soeben produzierten Objekts 4 - —*.

Diese Bildung eines Gegenstands kann nun tatsdchlich als Substitution ex-
plizit gemacht werden, und zwar als Substitution zweier verbaler Beschreibun-

gen. Die beiden Strukturierungen von 4 - —*, jene als Multiplikation und jene

als Summand, konnen nédmlich gegenseitig so substituiert werden, dass sie im-

mer noch auf 4- -2 verweisen. Bei der Gleichung (3 — %) -2- +4. -2 = A&

r— z+1 z—4 r—4
kann man sowohl von der Multiplikation 4-—* als auch vom Summanden 4-—*;
sprechen und meint beide Male 4 - —%.. Also konnen diese beiden Strukturie-
rungen wechselseitig substituiert werden, ohne dass der Gegenstand (némlich

T qp (L _z)._=z_ LB Az i i ich &
4-Fin (37— 7)) oog +4 - 355 = ;23), auf den sie verweisen, sich éndert.

Dieses Beispiel dokumentiert, wie eine Umstrukturierung als eine Handlung
des Wiedererkennens begriffen und als Substitution explizit gemacht werden
kann. Dariiber hinaus ist die Leistung von Novize2 immens. Sie hat sich ein
neues Objekt kreiert. Ausgangspunkt war die Gleichung (%—%) o th i =
ﬁ. Eine Person, die Terme nur als Prozesse oder Verfahren behandelt, hat
hier Miihe, tiberhaupt einen Teil zu bestimmen, der objektifiziert werden kénn-
te. Denn eine solche Person behandelt jeden identifizierten Teil als Bestandteil
eines Verfahrens oder Prozesses und nicht als Teil der Gleichung. Nenner ge-
horen zum Wegmultiplizieren, %l und 7 zum Ausrechnen der Klammer und
Faktoren zum Multiplizieren. Fiir Personen der Stufe 2 ist es daher nahezu
unmoglich, die linke Seite der Gleichung aufzuteilen, fiir sie ist der Term links
einfach eine ,lange Schlange. Sie haben keine Anhaltspunkte, um auf einen
Teil aus dieser langen Schlange unterschiedlich Bezug zu nehmen. Bei Novize2
(Stufe 3) dauerte der Prozess des Umstrukturierens lange, nahezu eine halbe
Minute. Sie musste sich die zweite Strukturierung hart erarbeiten, da sie das
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Objekt erst generieren musste. Experten hingegen strukturieren augenblick-
lich um, da sie die Ausdriicke schon als Objekte behandeln kénnen.

Fazit

Umstrukturieren ist ein Wiedererkennen, das als Substitution explizit gemacht
werden kann. Solche Substitutionen driicken unterschiedliche Beschreibungs-
weisen aus. Diese (substitutions)iquivalenten Beschreibungsweisen sind ers-
tens Redeweisen, wie iiber eine bestimmte Zeichenkombination gesprochen
respektive auf sie verwiesen werden kann. Zweitens entsprechen sie Moglich-
keiten, als was diese Zeichenkombination algebraisch behandelt werden kann.
Insgesamt ermoglichen diese unterschiedlichen Beschreibungsweisen eine Be-
handlung der Zeichenkombination als Objekt.

Auf der formalen Ebene kann Brandom (2000) zufolge die Menge der (sub-
stitutions)dquivalenten Beschreibungsweisen als Aquivalenzklasse verstanden
werden. Formal entspricht diese Aquivalenzklasse dem Objekt, das heifit, dem
als Objekt begriffenen algebraischen Ausdruck. Font, Godino und Gallardo
(2013, S. 119) sprechen vom ,globalen Referenten®. Dieser Begriff spiegelt ge-
nau den Sinn der Elemente dieser Aquivalenzklasse. Jedes von ihnen verweist
(veferiert) auf das Objekt. Denn jedes Element einer Aquivalenzklasse ist nach
Definition ein Représentant von ihr.

Mit der Gleichsetzung von Umstrukturierung und Generierung eines Ob-
jekts ist ein Vorschlag gemacht, wie die Emergenz von Objekten (Font, Go-
dino & Gallardo, 2013) beziehungsweise die Reifikation zu Objekten (Sfard,
2008) im Detail beschrieben werden kann, ndmlich als Explizierung (von Um-
strukturierungen) im Sinne von Brandom. Inwiefern diese Konzeption auf den
engen Bereich des kalkiilorientierten algebraischen Umformens beschrankt ist,
kann Gegenstand von weiteren Arbeiten sein.

6.3.3 Das implizite Wissen des Strukturierens

In Abschnitt 6.3.1 sind Zusammenhénge zwischen dem impliziten Wissen ei-
ner Person und ihren Wahrnehmungen aufgezeigt. In diesem Abschnitt werden
jene Erkenntnisse auf das Strukturieren algebraischer Ausdriicke angewendet.
Im Mittelpunkt steht dabei die Frage, welche Aspekte der inferentiellen Glie-
derung des impliziten Wissens fiir das Strukturieren algebraischer Ausdriicke
besonders relevant sind.

Bei einem Experten ist mit einer Gleichung wie 7(16+3z) = 100—3(16+3xz)
ein reichhaltiges, inferentiell gegliedertes implizites Wissen verbunden. Er
kann problemlos einzelne Verfahrensschritte nacheinander ausfiithren, zum Bei-
spiel zu 10(16 + 3x) = 100, dann zu 16 + 3z = 10, zu 3z = —6 und schlieflich
zu x = —2 umformen. Solche Inferenzen heifsen im Folgenden transformatio-
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nale Inferenzen. Sie bestehen in Umformungsschritten, typischerweise (aber
nicht nur) ldngs eines Verfahrens. Eine transformationale Inferenz ist also ein
Schluss von einem Ausdruck auf den umgeformten Ausdruck. Der Experte
kann aber auch problemlos einzelne Verfahren miteinander vergleichen. Er
kann etwa einen Zwischenschritt des einen Verfahrens auf einen Zwischen-
schritt eines anderen Verfahrens bezichen, etwa indem er Uberlegungen iiber
die Einfachheit der Zwischenresultate anstellt. Beispielsweise kann er die Zwi-
schenschritte des obigen Verfahrens mit jenen des Ausmultiplizierens, Zusam-
menfassens und Isolierens von x vergleichen. Solche Inferenzen heifen kon-
versionale Inferenzen. Sie stellen Zusammenhénge her zwischen den Schritten
einzelner Losungswege, insbesondere ermdglichen sie so auch den Vergleich von
Verfahren. Eine konversionale Inferenz ist also ein Zusammenhang zwischen
zwei Ausdriicken, die Teile unterschiedlicher Losungswege sind. Ein besonders
wichtiger Fall einer konversionalen Inferenz wird die Ubersetzung der einen
Strukturierung des gegebenen algebraischen Ausdrucks in die andere sein.

Eine Person, deren implizites Wissen (auch) transformational inferentiell
gegliedert ist, orientiert sich beim Strukturieren an den Konsequenzen einer
Strukturierung: Sie bezieht in einem Ausdruck die Teile so aufeinander, wie
wenn im Ausdruck schon die Konsequenzen dieser Beziige stdnden. Je nach
Expertise weiff die Person implizit um die Konsequenzen und strukturiert
so, dass diese Konsequenzen sich ergeben. Dieses Voraussehen von Umfor-
mungen korrespondiert also zur transformationalen inferentiellen Gliederung
des impliziten Wissens — zu einem entsprechenden transformationalen Ast.
Die konversionale inferentielle Gliederung hingegen bestimmt die Wahl der
moglichen Konsequenzen. Typischerweise ist ein algebraischer Ausdruck auf
unterschiedliche Arten umformbar. Ein Experte weifs implizit um die Vielfalt
dieser Moglichkeiten und wahlt die angemessenste Konsequenz aus.

Die Begriffe der transformationalen und konversionalen Inferenzen lehnen
an Treatments und Conversionen von Duval (2006) an. Er definiert Treat-
ments als Ubergéinge innerhalb desselben Darstellungssystems, Conversionen
als Ubergéinge zwischen Darstellungssystemen, also als Darstellungswechsel.
Der Bezug zwischen der Arbeit von Duval und der Arbeit hier kann so herge-
stellt werden, dass Verfahren mit Darstellungen verglichen werden. Die Uber-
gange innerhalb einer Darstellung entsprechen den Umformungen ldngs eines
Verfahrens und die Ubergéinge zwischen Darstellungen dem Aufeinanderbezie-
hen von Verfahren. Daher wird im letzteren Fall von konversionalen Inferenzen
gesprochen. Hingegen wird in der vorgelegten Arbeit von transformalen Infe-
renzen statt einer Wortkombination mit )/ Treatments” gesprochen. Denn bei
algebraischen Zeichensystem kénnen sowohl im deutsch- als auch im englisch-
sprachigen Raum Umformungen als ,/ Transformationen“ bezeichnet werden.
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Transformationale und konversionale Inferenzen beim Strukturieren

Transformationale und konversionale Inferenzen gliedern jenen Teil des im-
pliziten Wissens, der fiir das Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks re-
levant ist. Denn sie verbinden sowohl die unterschiedlichen Strukturierungen
eines Ausdrucks als auch ihre Konsequenzen. Diese Feststellung basiert auf
folgenden Uberlegungen und Beobachtungen:

1. Je grofer die Expertise einer Person ist, umso eher behandelt sie einen
Ausdruck als die Konsequenz der vorgenommenen Strukturierung. Das
setzt voraus, dass sie implizit um diese Konsequenzen und daher um
transformationale Inferenzen weifs. Beispielsweise ,sieht” ein Experte
Umformungen voraus (Riiede, 2009), er ,antizipiert” diese (Boero, 2001).
Das kann er nur, wenn er implizit um die Konsequenzen weifs, die sich
aus bestimmten Zeichenreihen ergeben kénnen. Mit diesem impliziten
Wissen bezieht er die Teile aufeinander. Er bezieht sie dann so auf-
einander, dass sie in der Strukturierung genau jene Rolle spielen, die
in der Konsequenz entscheidend sein wird. Personen auf Stufe 3 und 4
konnten etwa 18(7z — 2) als Ganzes und zwar als Subtrahend behan-
deln, weil sie dem Minuszeichen vor 18(7x — 2) schon in der Gleichung
43z +9) = (Tx —2)-18 — 18(7x — 2) diese Bedeutung zuweisen konnten.

2. Je grofser die Expertise einer Person ist, umso eher kann sie Zwischen-
schritte unterschiedlicher Verfahren miteinander verbinden, das heifst,
sie stellt konversionale Inferenzen her. Die Empirie in den Kapiteln 4
und 5 legt nahe, die Ausbildung solcher konversionalen Inferenzen in vier
Stufen zu sehen (Abbildung 6.1). Auf der ersten Stufe sind zwei Struk-

S1 S2 S1 S2 S1 S2 S1 S2

Abbildung 6.1: Vier Stufen der Ausprdgung konversionaler Inferenzen sind
dargestellt. S1 und S2 inklusive der jeweiligen Quadrate entsprechen zwei
unterschiedlichen Strukturierungen desselben Ausdrucks. Thre Konsequenzen
sind als Linien nach unten symbolisiert. Ganz links sind die Konsequenzen un-
verbunden, dann sind sie verbunden, dann sind die Strukturierungen verbun-
den und ganz rechts sind die Strukturierungen Eigenschaften des Ausdrucks
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turierungen (S1 und S2) vorerst unverbunden. Ebenso auf der zweiten
Stufe, doch hier konnen die Personen oftmals die Konsequenzen zweier
Strukturierungen verbinden. Auf der dritten und vierten Stufe sind zwei
Strukturierungen direkt verbunden, wobei auf der dritten Stufe die Ver-
bindung gerade hergestellt wird und auf der vierten Stufe das Objekt
das Verbindungsglied ist.

3. Je grofer die Expertise einer Person ist, umso eher behandelt sie einen
algebraischen Ausdruck als Objekt. Das bedingt, dass sie unterschied-
liche Strukturierungen des Ausdrucks ineinander iibersetzen kann, was
einer konversionalen Inferenz entspricht. Je reichhaltiger die transforma-
tionale und konversionale inferentielle Gliederung des impliziten Wissens
einer Person iiber algebraische Ausdriicke ist, umso leichter fillt ihr die
Ubersetzung zwischen den Strukturierungen.

Die vorgelegte Arbeit betont die Wichtigkeit von Verbindungen sowohl zwi-
schen den Strukturierungen eines Ausdrucks als auch zwischen den Konse-
quenzen solcher Strukturierungen und selbst zwischen den Strukturierungen
und ihren Konsequenzen. Damit bestétigt sie allgemeinere mathematikdidak-
tische Konzeptionen von Wissen, die die Beziehungen zwischen einzelnen Wis-
senskomponenten als Charakteristikum von mathematischer Expertise hervor-
heben, und das unabhéngig vom jeweiligen theoretischen Hintergrund. Weil
die vorgelegte Arbeit Werken wie Brandom (2000) und Schacht (2012) folgt,
verwendet sie das Konzept der Inferenzen zur Beschreibung solcher Beziehun-
gen respektive Verbindungen. Andere in der Semiotik zu verortende Arbei-
ten gebrauchen Termini wie begriffliche Beziehungen (Steinbring, 1998) oder
Netzwerke respektive Konfigurationen (Font, Godino & Gallardo, 2013). Ko-
gnitionspsychologisch orientierte Arbeiten sprechen zum Beispiel von Netz-
werken, Verkniipfungen und Beziehungen (Aebli, 1980, 1981; Crowley & Tall,
1999; Drollinger-Vetter, 2011; Hiebert & Carpenter, 1992; Hiebert und Lefe-
vre, 1986). Schliefslich bringen Theorien zu Denkstilen (cognitive styles) jene
Denkstile mit mathematischer Expertise zusammen, bei denen die Herstellung
von Beziigen (relations) leicht féllt (Chrysostomou et al., 2013).

6.3.4 Vier Stufen des Strukturierens

In diesem Abschnitt wird ein Stufenmodell des Strukturierens vorgeschla-
gen. Grundlage ist das Kategoriensystem von Strukturierungen (Abschnitt
6.1.2). In diesem sind Strukturierungen kategorisiert. Das Stufenmodell in
Tabelle 6.1 kategorisiert hingegen Personen gemaéfs ihrem impliziten Wissen
hinsichtlich des Strukturierens. Auch wenn die Erfahrungen im Kategorisie-
rungsprozess belegen, dass bei den Novizen und Experten die Mehrheit der
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Strukturierungen jeweils derselben Kategorie zugeordnet werden konnte, muss
betont werden, dass nun ein hypothetischer Schritt gemacht wird. Es werden
nicht empirische Ergebnisse verallgemeinert, sondern es wird abduktiv auf ein
theoretisches Modell geschlossen. Dieses Modell wird zuerst beschrieben und
anschliefend (theoretisch) begriindet. Anzumerken bleibt, dass die Personen
selbstverstdndlich nicht immer genau einer Stufe zuzuordnen sind. Denn sie
konnen sich beispielsweise im Ubergang zweier benachbarter Stufen befinden
oder ihre Zuordnung ist abhingig vom Typ der zu strukturierenden Terme
und Gleichungen.

Tabelle 6.1: Stufenmodell des Strukturierens

Strukturierungen sind unverbunden Strukturierungen sind verbunden

Stufe 1:
Behandlung des
Ausdrucks als

Stufe 2:
Behandlung des
Ausdrucks als

Stufe 3:
Behandlung des

Ausdrucks als neu

Stufe 4:
Behandlung des
Ausdrucks als

Inferenzen

konversionale nur
zwischen

Konsequenzen

anschauliches Verfahren gebildetes bekanntes

Ding Objekt Objekt
Unterschiedliche Unterschiedliche Unterschiedliche Unterschiedliche
Strukturierungen Strukturierungen Strukturierungen Strukturierungen
als unterschiedliche | als unterschiedliche | durch als Eigenschaften
Streichmechanis- Verfahren Umstrukturierung des Ausdrucks
men

Weder Meist Herstellung auch Transformationale
transformationale transformationale von konversionalen | und konversionale
noch konversionale | Inferenzen, Inferenzen Inferenzen
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Ahnlich

aussehende Teile

Ausdruck optisch

einfacher machen

sind wichtig. Ziel:

Teile des
Ausdrucks als Teile
eines Verfahrens
behandeln. Ziel:
das Verfahren

ausfiithren

Teile des
Ausdrucks
aufeinander
beziehen, um
Verfahren
anzuwenden oder
um mathematische
Gesetzmaéafigkeiten
zu entdecken. Ziel:

Aufgabe 16sen

Teile des
Ausdrucks
aufeinander
beziehen, um
Vermutungen iiber
die Klassifikation
des Ausdrucks
aufzustellen. Ziel:
einfachen

Losungsweg finden

Kein Wie, kein

Nur Wie, kein

Wie und Wann.

Wie und Wann.

Wann. Keine Wann. Verfahren- | Generierung neuer | Explorierendes
(angemessenen) basiertes Vorgehen. Verfah- | Strukturieren
Verfahren Strukturieren renbildendes

Strukturieren

Tabelle 6.1 ist in zwei Halften gegliedert. Diese Trennung ist vorwiegend
theoretisch motiviert. Sie streicht heraus, dass die Bildung von Objekten erst
mit der Stufe 3 beginnt. Das ist ein qualitativer Sprung, wie Sfard (1991,
S. 30) betont: “Reification is an ontological shift, a qualitative jump.” Und
diese Reifizierung respektive Bildung von Objekten wird als Herstellung kon-
versionaler Verbindungen zwischen Strukturierungen des gleichen Ausdrucks
verstanden (vgl. Abbildung 6.1): Entweder sind die von einer Person vorge-
nommenen Strukturierungen eines Ausdrucks inferentiell unverbunden oder
miteinander verbunden (und sie geben zu einem Objekt Anlass). Eine infe-
rentielle Verbindung zwischen Strukturierungen desselben Ausdrucks besteht
auf den Stufen 3 und 4. Im Detail sieht das so aus:

— Eine Person auf der Stufe 3 kann einen Ausdruck umstrukturieren und
stellt dabei eine konversionale Inferenz her. Sie ibersetzt die erste Struk-
turierung in die zweite. Die resultierenden Umformungen werden so zu
Umformungen desselben.

— Eine Person auf der Stufe 4 behandelt zwei unterschiedliche Struk-
turierungen eines algebraischen Ausdrucks als Eigenschaften des Aus-
drucks. Der Ausdruck ist das Bindeglied zwischen den beiden Struktu-
rierungen, er verbindet sie und gibt Anlass zur konversionalen Inferenz
zwischen den Strukturierungen. Zwei Strukturierungen eines Ausdrucks
sind Strukturierungen des Objekts.

Personen auf der Stufe 1 und 2 behandeln jede Strukturierung eines Ausdrucks
als etwas Einzelnes. Auf Stufe 3 und 4 verbinden die Personen hingegen die
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Strukturierungen miteinander: Der Ausdruck wird zum Objekt und schlieflich
als solches begriffen. Es folgt eine Beschreibung der vier Stufen im Detail.

Stufe 1: Behandlung des Ausdrucks als anschauliches Ding

Eine Person der Stufe 1 behandelt einen algebraischen Ausdruck als anschau-
liches Ding, das losgeldst von den mathematischen Regeln und der damit ver-
bundenen (kulturellen) Praxis ist. Sie weift nicht um die algebraischen Regeln
oder wendet sie mehrheitlich inkorrekt an. Auch fiihrt sie weder ein Verfah-
ren korrekt aus, noch bildet oder wahlt sie gar eines aus. Daher strukturiert
die Person mehrheitlich idiosynkratisch. Ihre hergestellten Beziige spiegeln
das, worauf sie in einem Ausdruck achtet: auf syntaktische Gemeinsamkei-
ten und auf das, was ihr als dhnlich erscheint. Daher orientieren sich ihre
Strukturierungen nur an den konkreten, duferen Merkmalen des Ausdrucks.
Entsprechend ist das Ziel ein (fiir die Person) optisch schénes Ergebnis.

Beispielsweise konnte eine solche Person dazu neigen, in 2jf2 — 2. 55 die
beiden Nenner aufeinander zu beziehen, um sie aufgrund des Minuszeichens
wegzustreichen. Ebenso moglich ware fiir diese Person, die 2x im ersten Zah-
ler auf die 2z im ersten Nenner zu beziehen mit der Absicht der Division.
In diesem Fall ldgen zwei unterschiedliche Strukturierungen vor. Diese sind
unabhéngig voneinander. Denn das erste Mal war das Merkmal der beiden
gleichen Nenner Ausloser und das zweite Mal das Merkmal der gleichen 2z im
ersten Bruch. Diese Merkmale haben nichts miteinander zu tun, denn sie sind
prinzipiell von akzidentiellem Charakter. Als Folge begreift die Person die
damit verbundenen Strukturierungen als unabhéngig voneinander. Sie sind
miteinander nicht verbunden.

Das Strukturieren ist auf dieser Stufe also weder von Verfahren noch von
mathematischen Gesetzmékigkeiten geleitet. Der Grund liegt im unausgebil-
deten impliziten Wissen. Die Person stellt nahezu keine transformationalen
und keine konversionalen Inferenzen her. Wenn eine Person iiber kein respek-
tive nur ein kleines implizites Wissen verfiigt, liegt es verstindlicherweise nahe,
dass sie sich am optisch Ahnlichem orientiert. Die entsprechenden Strukturie-
rungen sind daher nah an dem, was empirisch vorliegt. Beispielsweise bezog
Novize6 in der Gleichung 4(3z +9) = (7z — 2) - 18 — 18(7z — 2) die beiden 18
subtraktiv aufeinander (Abschnitt 5.2.2). Das fehlende implizite Wissen von
Novizeb6 fithrte zur unangemessenen Wahrnehmung der Gleichung.

Stufe 2: Behandlung des Ausdrucks als Prozess

Eine Person der Stufe 2 behandelt einen Ausdruck als Befehl zur Ausfiihrung
eines Verfahrens. Sie richtet alles auf die Ausfiihrung dieses Verfahrens aus.
Darauf fokussiert sie und so riickt der Ausdruck selbst in den Hintergrund.
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Im Zusammenhang mit der Arithmetik notierte etwa Gray (1991, S. 569):

“More importantly however, many of the younger children within
this group could not remember the problem that had triggered
their procedure. The link between the numerical problem and its
solution had been obscured by the lengthy counting routine that
had been used to obtain the solution.”

Oder im Zusammenhang mit der Art der Aufmerksamkeit (attention) von
Kindern auf die Ausfiihrung von Berechnungen, ausgelost durch vorgelegte
Ausdriicke, vermerkten Molina und Mason (2009, S. 235):

“Their attention seemed to be focused on, even absorbed by, the
calculations. As we later discuss, it may be that the more challen-
ging the computation, the more attention is required to carry out
the calculation, holding temporary results and so on, so that other
features of the statement fade into the background.”

Entsprechend behandelt die Person dieser Stufe die Teile, die sie in der Struk-
turierung aufeinander bezieht, nur als ,Bestandteile des Verfahrens® — und
nicht als Teile des Ausdrucks. Diese Bestandteile bezieht sie so aufeinander,
wie das Verfahren es vorgibt. Daher stellt sie beispielsweise keine Beziige her,
um den Aufbau des Terms respektive der Gleichung zu untersuchen. Eben-
so stellt sie auch keine Beziige her, um die Anwendung von Rechenregeln zu
explorieren. Solche Geschichten spielen bei dieser Person einfach keine Rolle,
sie werden nicht berticksichtigt. Selbst wenn die Person etwa denselben Lo&-
sungsweg beim schriftlichen Losen einer Gleichung notiert wie ein Experte, so
sind die zugrunde liegenden Betrachtungen fundamental anders. Der Experte
konnte im Nachhinein etwas iiber den Aufbau der Gleichung sagen, beispiels-
weise mit grofser Wahrscheinlichkeit die zuletzt auszufiithrende Operation auf
beiden Seiten des Gleichheitszeichens nennen (Fischer, 1984). Ebenso kénnte
er dariiber berichten, welche Teile der Gleichung er als eine Entitat behandelt.
Uber solche Sachen wiisste obige Person aber nichts zu sagen, denn fiir sie ist
das Ziel einzig und allein die Ausfithrung des Verfahrens — und nicht das Ver-
einfachen eines Terms oder Losen einer Gleichung. Aus diesem Grund bezieht
sie nur jene Teile im Ausdruck aufeinander, die sie dazu braucht, mit der Fol-
ge, dass aufgrund der Unterschiedlichkeit der Verfahren sie auch verschiedene
Strukturierungen desselben Ausdrucks als unverbunden versteht.

Diese Stufe des Strukturierens basiert auf einem impliziten Wissen, das
mehrheitlich transformational inferentiell gegliedert ist, aber nur wenig kon-
versional. Die entsprechenden Personen wenden etwa die Regeln mehrheitlich
korrekt an, entsprechend fiihren die hergestellten Strukturierungen auf kor-
rekte Umformungen. Allerdings fokussieren die Personen dieser Stufe einzig
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darauf. Sie beherrschen nur das Wie der Regeln und Verfahren, aber nicht das
Wann. Daher behandeln sie die Ausdriicke nur als Verfahren. Strukturieren
diese Personen denselben Ausdruck auf zwei unterschiedliche Arten, verstehen
sie das als zwei unterschiedliche Aufgaben. Sie verbinden die beiden Struktu-
rierungen nicht, denn es fehlen ihnen die dafiir notwendigen konversionalen
Inferenzen. Erste konversionale Inferenzen stellen sie hingegen zwischen Kon-
sequenzen von Strukturierungen her. Beispielsweise ist eine Person vorstellbar,
die einen Ausdruck ein zweites Mal und anders strukturiert und unsicher iiber
die Korrektheit der resultierenden Umformung ist. In diesem Fall wiirde die
Person vermutlich weitere Konsequenzen erschliefsen und schauen, ob es die-
selben wie beim ersten Losungsweg sind. Wenn es dieselben sind, dann wiirde
sie auch die Strukturierung akzeptieren. Dieser Vergleich wére eine konversio-
nale Inferenz zwischen den beiden Konsequenzen. Es ist ein erster Schritt hin
zum Aufbau von konversionalen Inferenzen zwischen Strukturierungen.

Ein Beispiel zur Illustration: Novize3 behandelte die Gleichung 13(x — 6) +
15 = 15 als Verfahren. Aufgrund der Klammer multiplizierte er 13(x — 6) aus,
fasste dann zu 13x—63 = 15 zusammen, isolierte x und erhielt x = 6. Sein dies-
beziigliches Wissen scheint vorwiegend transformational inferentiell gegliedert
zu sein. Er weifs, dass zu Beginn das Ausklammern wesentlich ist. Das trug er
an die Gleichung heran und schaute folglich nur darauf. Sein implizites Wissen
bestimmte sein Strukturieren. Es ist davon auszugehen, dass er die linke Seite
von 13(z — 6) + 15 nie als Summe begriff, sondern nur als Situation, in der
auszumultiplizieren ist. Wesentlich war der Bezug von 13 auf x und von 13 auf
6. Er beherrschte aber nicht nur diese transformationalen Inferenzen, sondern
stellte auch konversionale Inferenzen zwischen Konsequenzen von Strukturie-
rungen her. Als alternativen Losungsweg schlug er unter anderem némlich vor,
zuerst auf beiden Seiten von 13(z — 6) + 15 = 15 die 15 zu subtrahieren. Im
Abschnitt 5.2.6 ist argumentiert, dass es sich hier um eine neue Strukturie-
rung handelt, nicht aber um eine Umstrukturierung. Nichtsdestotrotz erhielt
er wiederum x = 6. Er verglich beide Resultate miteinander und erkannte,
dass sie gleich sind: eine konversionale Inferenz zwischen den Konsequenzen.
Dies nutzte er als Beleg fiir die Korrekheit des zweiten Losungswegs. Sicher
ein erster Schritt in Richtung der Ausbildung eines Wann.

Stufe 3: Behandlung des Ausdrucks als neu gebildetes Objekt

Eine Person der Stufe 3 ist in der Lage, aus einer bestehenden Strukturie-
rung eine zweite zu generieren. Sie gewinnt die zweite Strukturierung durch
Ubersetzung aus der ersten. Dadurch sind die beiden Strukturierungen mit-
einander verbunden. Die Person hat eine konversionale Inferenz zwischen zwei
Strukturierungen und somit ein neues Objekt erschaffen.

Personen der Stufe 3 kénnen also konversionale Inferenzen zwischen Struk-
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turierungen ziehen. Das fiihrt zu einem ausgebildeten Wann. Personen dieser
Stufe evaluieren ihre Strukturierungen selbstindig. Sie haben das Ziel, zum
Beispiel die Gleichung zu 16sen oder den Term zu vereinfachen. Sie wollen nicht
einfach ein Verfahren ausfithren. Also suchen sie nach angemessenen Struktu-
rierungen. Sobald sie eine Strukturierung verworfen haben, weil sie dem Ldsen
der Aufgabe nicht dienlich ist, strukturieren sie den Ausdruck um. Insgesamt
fithrt das zu ersten Behandlungen von Ausdriicken als Objekt. Und somit zu
ersten Verbindungen von Strukturierungen, da die Personen Strukturierungen
zunehmend dem Ausdruck und nicht dem Verfahren zuweisen. Der Ausdruck
beginnt die Strukturierungen zu verbinden.

Als Beispiel fiir eine solche Umstrukturierung sei auf Novize8 verwiesen, die
43z +9) = (Tx —2) - 18 — 18(7x — 2) ein zweites Mal strukturierte (Abschnitt
5.2.4). In der ersten Strukturierung behandelte sie das mittlere Minuszeichen
auf der rechten Seite als Vorzeichen, sie multiplizierte aus. Grund war wohl
die transformationale inferentielle Gliederung ihres impliziten Wissens: Beim
Ausmultiplizieren bestimmt das Zeichen vor der Klammer die definitiven Vor-
zeichen. Aufgrund dieser antizipierten Konsequenz behandelte sie das Minus-
zeichen entsprechend. So erhielt sie auf der rechten Seite 126z — 36 — 1262+ 36.
Dann subtrahierte sie 126z von 126z (und verrechnete auch die beiden 36 zu
0). Hier behandelte sie das Minuszeichen dann als Operationszeichen. Das
Wissen um diese Konsequenz wurde so vermutlich Teil des Wissens, das sie
implizit zur Produktion der zweiten Strukturierung nutzte. Sie behandelte bei
der zweiten Strukturierung das Minuszeichen in der Mitte der rechten Seite so,
wie es beim Wegsubtrahieren wichtig war, ndmlich als Operationszeichen. Die-
se Ubersetzung erarbeitete sich die Schiilerin beim Bearbeiten der Gleichung
und generierte so die konversionale Inferenz.

Solche Umstrukturierungen fithren zu neuen Verfahren. Daher sind die da-
hinter liegenden Strukturierungen als verfahrenbildend bezeichnet.

Stufe 4: Behandlung des Ausdrucks als bekanntes Objekt

Die Stufe 4 ist jene der Experten. Indem die Experten unterschiedliche Struk-
turierungen als Eigenschaften des Ausdrucks behandeln, sind diese Struktu-
rierungen durch konversionale Inferenzen miteinander verbunden. Die alge-
braischen Ausdriicke sind fiir die Experten Objekte. Fiir sie stellt sich nur
noch die Frage, welche der vielen Eigenschaften eines Ausdrucks zum ein-
fachsten Losungsweg beitragen. Sie vermuten erste Losungswege, stellen ers-
te Strukturierungen her, um ihre Vermutung zu belegen oder zu verwerfen,
und vermuten im Falle des Verwerfens weitere Strukturierungen. Das Ziel der
Strukturierung ist das Testen der aufgestellten Vermutung. Daher sind die
produzierten Strukturierungen als explorierend bezeichnet.

Der Grund dieser Eloquenz liegt im sowohl transformational als auch kon-
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versional detailliert inferentiell gegliederten impliziten Wissen. Beispielswei-
se wusste Expertel — wie in Abschnitt 5.2.5 beschrieben — um die Kon-
sequenz einer Zeichenreihe wie sie auf der rechten Seite von 4(3x + 9) =
(Tx — 2) - 18 — 18(7x — 2) vorlag. Sie wusste um die Kommutativitit und um
das Verrechnen von Ausdriicken der Form A — A und strukturierte die rechte
Seite mit diesem impliziten Wissen. Daher konnte sie je den Teil links und
rechts des Minuszeichens so aufeinander beziehen, dass das Wegsubtrahieren
offensichtlich wurde.

Die Reihenfolge der vier Stufen

Die Reihenfolge der Stufen ist nicht zufallig gewéhlt. Vielmehr setzt jede der
vier Stufen mehr als die vorhergehende voraus. In diesem Sinne kénnen die
vier Stufen auch als Fahigkeitsstufen verstanden werden: Lernende miissen
erst ein Wissen vom Wie haben, bevor sie Fragen des Wann angehen konnen.
Und erst mit der Behandlung des Wann werden Umstrukturierungen méoglich.
Zur Stiitzung dieser These wird nun begriffsanalytisch argumentiert.

Eine Person der Stufe 2 — nicht aber der Stufe 1 — kann die Korrektheit
der Regelanwendung mehrheitlich richtig einschétzen. Eine Person der Stufe 1
kann das nicht. Sie weifs nicht um die Anwendung von Regeln des algebraischen
Kalkiils. Daher produziert sie mehrheitlich idiosynkratische Strukturierungen,
die sich einzig an optischen Auffélligkeiten der zweidimensionalen Anordnung
des Ausdrucks orientieren. In diesem Sinn weif eine Person der Stufe 2 mehr
als eine der Stufe 1.

Das Wann einer Strukturierung ist immer das Wann eines Wie. Mit anderen
Worten: Man muss zuerst wissen, wie man strukturieren kann, um dann fragen
zu konnen, wann so strukturiert werden soll. Die Frage des Wann stellt sich
also erst, wenn ein Wie vorhanden ist. Aus diesem Grund setzt die Stufe 3
ein Wissen um das Wie und somit das Wissen der Stufe 2 voraus. Man kann
auch sagen: Umstrukturiert kann nur das werden, was schon strukturiert ist.

Die Stufe 4 ist die hochste Stufe. Sie basiert darauf, dass man den Aus-
druck als Objekt behandelt. Und dieses Objekt muss notwendigerweise schon
produziert worden sein. Die Stufe 4 umfasst mehr als Stufe 3.

Aufgrund dieser begriffsanalytischen Argumentation ist erklart, warum die
Stufen 1, 2, 3 und 4 gerade in dieser Reihenfolge gegeben sind und nicht
in einer anderen. In diesem Sinne handelt es sich um Fahigkeitsstufen des
Strukturierens. Inwiefern die Stufen Entwicklungsstufen sind, ist Thema von
Abschnitt 6.3.5. Dort wird dargelegt, inwiefern eine Stufung der Behandlung
eines Ausdrucks als Objekt gegeben ist, insbesondere, inwiefern diese Stufung
einem Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansatz entspricht.
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6.3.5 Eine Theorie zur Entwicklung des Strukturierens

In diesem Abschnitt wird argumentiert, dass die vier Stufen sogar als Entwick-
lungsstufen verstanden werden konnen. Das fiihrt zu einer Theorie, welche
klassische Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze wesentlich erweitert. Die Argu-
mentationslinie ist die, dass die Entwicklung des Strukturierens anfénglich vor
allem mit der Ausbildung der transformationalen und spéter zunehmend auch
der konversionalen inferentiellen Gliederung des impliziten Wissens (im Hin-
blick auf das Strukturieren algebraischer Ausdriicke) einhergeht: Das implizite
Wissen einer Person der Stufe 1 ist weder transformational noch konversional
inferentiell gegliedert. Jenes einer Person der Stufe 2 ist hingegen transfor-
mational gegliedert. Diese Person kann auch erste konversionale Inferenzen
zwischen Konsequenzen von Strukturierungen herstellen. Das ,Wissen, wie*
einer Person der Stufe 3 ist transformational und auch leicht konversional
inferentiell gegliedert. Eine solche Person kann sogar erste konversionale Infe-
renzen zwischen Strukturierungen generieren (und nicht nur zwischen deren
Konsequenzen). Schlieflich ist die inferentielle Gliederung des impliziten Wis-
sens einer Person der Stufe 4 vielfiltig transformational und konversional.

Anhand einer solchen Zusammenstellung der inferentiellen Gliederung des
impliziten Wissens scheinen sich die folgenden Richtungen abzuzeichnen: Die
transformationale inferentielle Gliederung entwickelt sich so, dass anfinglich
Konsequenzen einbezogen sind, die nahezu direkt aus der Strukturierung fol-
gen, und erst danach jene Konsequenzen wichtig werden, die eine Folge von
mehreren Umformungsschritten sind. Die Entwicklung der konversionalen in-
ferentiellen Gliederung hingegen scheint gegenléufig zu sein. Zu Beginn be-
ziehen die Personen Konsequenzen aufeinander und erst danach stellen sie
Zusammenhénge zwischen den zugrunde liegenden Strukturierungen her. In
Abbildung 6.2 sind diese Entwicklungsrichtungen als grau hinterlegte Pfeile
dargestellt, von oben nach unten (transformational) und von unten nach oben
(konversional). Dariiber hinaus sind in Abbildung 6.2 zwei Typen von Struk-
turierungen symbolisiert, eine ,innere” und eine ,dufere”. Damit sind zwei
Typen gemeint, die sich aus den in dieser Arbeit vorgestellten Beispielen des
Umstrukturierens ableiten lassen (Kapitel 4 und 5): Entweder werden beim
Umstrukturieren mehrere Zeichen zu einem ganzen Teil zusammengefasst oder
eine Einheit von Zeichen wird aufgebrochen und in mehrere Teile aufgeteilt.
Ein Beispiel fiir den ersten Fall ist die Umstrukturierung von der Multiplika-

: T 1 T T r _ 4z .z S
tion 4 - £+ in (; — ) =05 +4- =% = -5 zum Summanden 4 - —%5, wie in

Abschnitt 6.3.2 beschrie%gri. FEine Multipliﬁation wird zu einem ganzen Teil,
zu einem Summanden, zusammengefasst. Man strukturiert von innen nach
auffen um. Ein Beispiel fiir den zweiten Fall ist die Umstrukturierung der
Summanden 4022 und 60z in 4023 + 6022 = 122 + 8 zu Multiplikationen von

Zehnerzahlen mit 2-Potenzen — und schlieRlich zu 2022 - 2z und 2022 - 3, wie
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Abbildung 6.2: Darstellung der Entwicklung des Strukturierens. Die senk-
rechte Kette mit den Kreisen respektive die mit den Quadraten entspricht je
einer Folge von Umformungen 1, 2, 3, 4, ausgehend von der ,Strukturierung
innen” respektive der ,Strukturierung aufen®, die Kreise und Quadrate sym-
bolisieren somit je den entsprechend umgeformten Ausdruck. Die Pfeile der
transformationalen Inferenzen zeigen, dass jeweils Knotenpunkte derselben
Folge miteinander verbunden werden, die konversionalen Inferenzen verbinden
die beiden Folgen. Die grofen grauen Pfeile im Hintergrund geben die Rich-
tung an, in die sich die Fahigkeit zur Bildung solcher Inferenzen entwickelt.

in Abschnitt 4.2.3 beschrieben. Eine Einheit von Zeichen wird aufgebrochen
in zwei Teile. Man strukturiert von auffen nach innen um.

Die Entwicklung des Strukturierens besteht nun darin, eine sowohl transfor-
mationale als auch konversionale inferentielle Gliederung des impliziten Wis-
sens im Hinblick auf das Strukturieren auszubilden, und zwar geméf den in
Abbildung 6.2 dargestellten Entwicklungsrichtungen: einerseits transformatio-
nal von oben nach unten sowie konversional von unten nach oben, andererseits
entweder von innen nach aufsen oder von aufsen nach innen.

Es wird also nicht gefordert, dass Lernende zuerst ,innere” Strukturierungen
und erst dann ,Auftere Strukturierungen herstellen. Das ist der zentrale Un-
terschied zu den Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétzen, denn diese postulieren,
dass Lernende einen algebraischen Ausdruck zuerst als Prozess und erst dann
als Objekt behandeln kénnen. Das wiirde bedeuten, dass Umstrukturierungen
immer von innen nach aufsen verlaufen. In den hier vorgestellten empirischen
Studien war dies aber nicht der Fall. Manche Lernende strukturierten auch
von auflen nach innen um und generierten sich die Objekte aufgrund solcher
Umstrukturierungen.
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Die Rolle von Verfahren

Verfahren spielen beim kalkiilorientierten Umformen eine wesentliche Rolle.
Personen der Stufen 2, 3 und 4 nutzen Verfahren. Wichtig zu erwéhnen ist
aber; dass der Gebrauch dieser Verfahren je nach Stufe ein anderer ist. FEi-
ne Person der Stufe 2 behandelt einen algebraischen Ausdruck als Verfahren.
Eine Person der Stufe 3 generiert sich hingegen ein neues Objekt. Der alge-
braische Ausdruck wird daher nicht mehr als Verfahren behandelt, sondern
bekommt die Eigenschaft, dass auf ihn ein Verfahren angewendet werden kann.
Schlieflich behandelt eine Person der Stufe 4 einen algebraischen Ausdruck als
Objekt und testet abhéngig von der gestellten Aufgabe, welches der méglichen
Verfahren zum einfachsten Losungsweg fiihrt.

Unabhéngig von der Stufe aber, zu der eine Person gehort, ist die folgen-
de Beobachtung wichtig: Wer ein Verfahren nutzt, stellt eher eine ,dufere®
Strukturierung her als eine ,innere‘. Denn bei einem Verfahren muss man
oftmals bestimmte Zeichen in einem Ausdruck zu einer Einheit zusammen-
fassen, mit der dann operiert wird. Beispielsweise wird der Nenner in einer
Bruchtermgleichung wie gifg + 1 =0, jeder Summand in einer linearen Glei-
chung wie 2x + 15 = 62 — 2x oder der Radikand in einer Wurzelgleichung
wie 2 — 3x = v/2x + 1 wichtig und nicht jeweils das einzelne Zeichen in einer
solchen Einheit. Das hat zwei entscheidende Implikationen zur Folge:

1. Da ein Verfahren oftmals den Blick auf obengenannte Einheiten lenkt,
sind Umstrukturierungen von aufsen nach innen vollkommen natiirlich
und oft sogar notwendig.

2. Wer Terme lernt umzuformen, muss diese anfanglich nicht zwingend als
Prozesse behandeln. Er oder sie kann Terme anfinglich auch als Ver-
fahren behandeln. Nur jene Lernenden, die Terme zu Beginn vor allem
nur auswerten (miissen), indem sie Zahlen fiir die Variablen einsetzen,
werden anfanglich Terme als Prozesse behandeln. Thr implizites Wissen
besteht in jenen Handlungen, die der Auswertung von Termen dienen.
Entsprechend orientieren sich die Strukturierungen dieser Lernenden an
diesen Konsequenzen: Sie behandeln die Terme als Prozesse. Andere
Lernende aber, die vor allem Verfahren an Terme herangetragen haben,
werden Terme als Verfahren behandeln. Thr implizites Wissen orientiert
sich an den einzelnen Verfahrensschritten. Aufgrund solcher Konsequen-
zen beziehen sie die Teile in einem Term aufeinander.

Diese Feststellung 16st meines Erachtens einen widerspriichlichen Befund auf,
der sich in der aktuellen Algebradidaktik findet.

1. Empirische Resultate, wie etwa in Sfard (2008) oder Gray und Tall
(1994) dokumentiert, stiitzen die These, dass Lernende algebraische Ter-
me aus entwicklungslogischen Griinden zuerst als Prozesse und erst dann
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als Objekte behandeln. Dem widersprechen aber empirische Studien wie
jene von Gilmore und Inglis (2008) — vgl. Abschnitt 2.5.5 — Hewitt
(2012) oder Nogueira de Lima und Tall (2008). In diesen Arbeiten wird
berichtet, wie Anfinger jeweils schon zu Beginn mit ganzen Einheiten
operierten und so die einzelnen Terme nicht als Prozesse behandelten.
Sowohl Gilmore und Inglis (2008) als auch Hewitt (2012) schlossen dar-
aus auf eine Behandlung der Terme als Objekte, die der Behandlung der
Terme als Prozesse voranging.

Die vorgelegte Arbeit ldsst nun folgende Antwort zu: Sowohl in der Stu-
die von Gilmore und Inglis (2006) als auch in Hewitt (2012) handelten
Anfinger mit Biindeln von Zeichen, aber nicht im Sinne von Objek-
ten, sondern im Sinne von Verfahren. Denn die beobachteten Anfanger
stellten keine Verbindungen zwischen ihren Behandlungsweisen her — zu-
mindest sind solche in den entsprechenden Veroffentlichungen nicht do-
kumentiert. Insbesondere iibersetzten sie unterschiedliche Behandlungs-
weisen desselben nicht ineinander. Es kann daher meines Erachtens nicht
von einer Behandlung eines Terms als Objekt gesprochen werden.

. Viele Studien votieren fiir den Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansatz, etwa

Dubinsky (1991), Gray und Tall (1994), Sfard (1991, 2008). Andere gren-
zen sich davon ab, etwa Font, Godino und Gallardo (2013), Radford
(2003) und Santi (2011), vgl. auch Abschnitt 2.5.

Die letzteren Ansétze sind viel breiter konzipiert als die hier vorgeleg-
te Arbeit. Sie thematisieren beliebige mathematische Lernprozesse und
nicht nur Umformungen im algebraischen Kalkiil. Trotzdem ist die hier
vorgeschlagene Entwicklung des Strukturierens diesen Ansétzen zuzu-
ordnen und nicht den Vom-Prozess-zum-Objekt-Anséatzen. Denn sie be-
greifen allesamt die Bildung mathematischer Expertise als Bildung von
Ubergéingen zwischen unterschiedlichen Erscheinungsarten (,way of ap-
pearance”, Radford, 2003, S. 43). Diese Erscheinungsarten sind die Ana-
loga zu den Strukturierungen und die entsprechenden Ubergéinge jene
zu den konversionalen Inferenzen. Bemerkenswert ist aber, dass die hier
vorgeschlagene Entwicklung des Strukturierens sehr wohl Entwicklungen
von der Behandlung eines Terms als Prozess hin zum Objekt umfasst.
Denn sie lésst offen, ob die Umstrukturierungen vorwiegend von innen
nach aufen oder von aufsen nach innen vollzogen werden.

Denkbar und mdglich ist also sehr wohl eine Entwicklung, bei der die
Lernenden Terme zuerst als Prozesse und erst spéiter als Objekte zu
behandeln lernen. Denkbar und méoglich ist aber auch eine andere Ent-
wicklung. Nicht der Typ der Umstrukturierung entscheidet iiber die Ent-
wicklungsstufe einer Person, sondern ob die Person iiberhaupt umstruk-
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turieren kann.

Flexibilitat

Insgesamt bringt das Stufenmodell zum Ausdruck, dass die Féahigkeit, einen
Term als Objekt zu behandeln, von Stufe 1 zu Stufe 4 zunimmt. Das geht
mit einer zunehmenden Flexibilitdt einher. Das stimmt einerseits mit den
Resultaten aus der Expertiseforschung iiberein, welche das flexible Anpassen
des Wissens auf neue Problemstellungen als nahezu wichtigstes Kriterium der
Expertise herausgearbeitet hat (Gruber & Mandl, 1996; Spiro et al., 1988).
Andererseits argumentieren prominente mathematikdidaktische Arbeiten fiir
ein flexibles Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen als zentrales
Ziel der algebraischen Ausbildung (Sfard & Linchevski, 1994; Star & Rittle-
Johnson, 2007; Tall & Thomas, 1991).

Flexibilitdt hat auch mit der Einnahme unterschiedlicher Perspektiven zu
tun und die Produktion unterschiedlicher Strukturierungen kann als die Ein-
nahme unterschiedlicher Perspektiven verstanden werden. Daher ist zu erwar-
ten, dass Stufenmodelle aus anderen Bereichen, wo der Perspektivenwechsel
(ebenso) wichtig ist, Analogien zum Stufenmodell des Strukturierens besit-
zen. Das ist in der Tat so. Als Beispiel sei auf das Kompetenzmodell der
Bewertung ethischer Problemsituationen hingewiesen (Reitschert & Hossle,
2007) sowie auf das Stufenmodell der moralischen Entwicklung von Kohlberg
(2001). Letzteres sei kurz skizziert. Grundlage dieses Stufenmodells sind so-
ziale Perspektiven. Zu Beginn der moralischen Entwicklung nehmen Personen
eine konkret-individuelle Perspektive ein. Sie denken iiber die eigenen Interes-
sen und iiber jene von anderen, die ihnen nahestehen, nach. Erst einige Jahre
spater konnen sie die Perspektive eines Mitglieds der Gesellschaft einnehmen
und etwa Sinn und Zweck von Gesetzen nachvollziehen. Typischerweise ist den
Personen dieser Stufe am Wohl der Gesellschaft als Ganzes gelegen. Zentral
ist auch bei Kohlberg, dass auf der hochsten Stufe diese beiden Perspekti-
ven miteinander verbunden werden; Sfard (2008) spréche vermutlich von der
Individualisierung der Perspektive eines Mitglieds der Gesellschaft. Personen
dieser Stufe sind in der Lage, sich fiir die moralische Entwicklung einer Ge-
sellschaft zu engagieren. Einerseits sind solche Personen die moralischen Ver-
pflichtungen eingegangen, sie verkérpern sie. Andererseits ist ihr individueller
Standpunkt universalisierbar.

Diese Stufen der moralischen Entwicklung sind zum Stufenmodell des Struk-
turierens analog. Auch beim Strukturieren scheint es wichtig, zuerst die Per-
spektive der erlernten Verfahren einnehmen (Stufe 2) und diese dann immer
mehr zur eigenen machen zu kénnen, indem man die einzelnen Strukturierun-
gen eines Ausdrucks konversional inferentiell miteinander verbindet.
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6.4 Zusammenfassung der Resultate

Das Ziel dieses Kapitels war die Konstruktion eines theoretischen Modells,
das die Entwicklung des Strukturierens beschreibt. Die Antwort besteht in
einem Stufenmodell (Tabelle 6.1), dessen vier Stufen als Entwicklungsstufen
des impliziten Wissens iiber Strukturierungen von Termen und Gleichungen
verstanden werden kénnen (Abschnitt 6.3.4 und 6.3.5).

Als zentral erweisen sich dabei zwei Unterscheidungen: erstens jene von
transformationalen und konversionalen Inferenzen und zweitens jene des Um-
strukturierens von innen nach auften respektive von aufsen nach innen. Dabei
gelten die folgenden Festlegungen: Transformationale Inferenzen fithren von
einer Strukturierung zum umgeformten Ausdruck respektive zum noch weiter
umgeformten Ausdruck, konversionale Inferenzen verbinden unterschiedliche
Strukturierungen desselben Ausdrucks respektive sich daraus ergebende un-
terschiedlich umgeformte Ausdriicke. Beim Umstrukturieren von innen nach
aufken werden mehrere Zeichen zu einzelnen Biindeln zusammengefasst, beim
Umstrukturieren von aufsen nach innen wird der ganze Ausdruck in einzelne
Teile aufgebrochen. Diese Konzepte fithren zur Bestimmung der vier Stufen:

1. Stufe: Die Person stellt weder transformationale noch konversionale In-
ferenzen her.

2. Stufe: Die Person stellt vorwiegend transformationale Inferenzen her.
Konversionale Inferenzen stellt sie nur zwischen den Konsequenzen von
Strukturierungen her.

3. Stufe: Die Person kann eine Strukturierung mit einer Umstrukturierung
verbinden und stellt dabei eine konversionale Inferenz zwischen diesen
beiden Strukturierungen her. Der Ausdruck kann von innen nach auflen
oder von auflen nach innen umstrukturiert worden sein.

4. Stufe: Die Person stellt spontan transformationale und konversionale
Inferenzen her.

Dieses Stufenmodell erweitert die Vom-Prozess-zum-Objekt-Ansétze insofern,
als es keine zwingende Entwicklung von der Behandlung eines Terms als Pro-
zess zu jener als Objekt vorschreibt. Ebenso umfasst es eine Entwicklung von
der Behandlung eines Terms als Verfahren hin zu jener als Prozess und dann
zur Behandlung des Terms als Objekt. Ziel ist immer die Behandlung als Ob-
jekt. Doch auf dem Weg dahin konnen sich die Behandlung als Prozess und
jene als Verfahren abwechseln oder sich miteinander entwickeln.
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7 Zur Forderung des Strukturierens

In diesem Kapitel werden zwei Aufgabenformate zur Forderung des Struk-
turierens vorgeschlagen. Sie basieren auf dem in Abschnitt 6.3 entwickelten
Stufenmodell. Weil meines Erachtens der Schritt von Stufe 2 zu Stufe 3 der
entscheidende — und vermutlich auch der schwierigste — ist, fokussiert dieser
Abschnitt darauf.

Es ist hilfreich, sich den Unterschied zwischen der Stufe 2 und 3 (noch-
mals) zu vergegenwirtigen. Personen der Stufe 2 behandeln die Ausdriicke
als Verfahren. Die Teile, die sie aufeinander beziehen, behandeln sie nur als
Bestandteile des Verfahrens und konnen sie nicht — wie Personen der Stu-
fe 3 — als Objekte behandeln. Personen der Stufe 2 beziehen die Teile eines
Ausdrucks mehrheitlich nur so aufeinander, wie ihre erlernten Verfahren es
vorgeben. Personen der Stufe 3 konnen hingegen neuartige Beziige entdecken
und daraus auf korrekte Umformungen schlieften. Sie strukturieren um.

Auf der Ebene der Verfahren zeigt sich der Unterschied zwischen Personen
der Stufe 2 und 3 vor allem darin, dass erst auf der Stufe 3 die Personen die
Verfahren evaluieren. Typischerweise ist gerade das Verwerfen eines Verfah-
rens Anlass fiir sie, den Ausdruck umzustrukturieren.

Damit ist die Stofrichtung der zu entwickelnden Aufgabenformate gegeben:
Sie miissen zum Umstrukturieren anregen. Im Folgenden werden zwei entspre-
chende Aufgabenformate vorgestellt und abschlieffend ist dargelegt, wie und
wozu sie im Unterricht eingesetzt werden kénnen.

7.1 Erstes Aufgabenformat: Mehrfaches
Umformen

Das erste Aufgabenformat besteht darin, mehrmals zum Losen derselben Auf-
gabe aufzufordern. Dieses Aufgabenformat ist nicht neu, wird aber in Lehr-
mitteln teilweise nur spéarlich bis gar nicht verwendet. So findet sich beispiels-
weise im Algebralehrmittel von Deller, Gebauer und Zinn (2012), das in der
Deutschschweiz fiir die gymnasialen Klassen der Jahrgangsstufe 8 und 9 am
meisten verwendet wird, keine einzige Aufgabe, die explizit dazu auffordert,
bestimmte Gleichungen mehrmals, aber unterschiedlich aufzuldsen.

Die produktive Wirkung dieses Aufgabenformats fiir die Forderung der Fle-
xibilitét ist empirisch belegt. So zeigen Star und Seifert (2006), wie Probanden,
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die wahrend der Intervention dieselbe lineare Gleichung zweimal auf unter-
schiedliche Weisen bearbeiten mussten, danach lineare Gleichungen flexibler
16sten als solche Probanden, die lineare Gleichungen nur einmal bearbeiten
mussten. Uber ein #hnliches Resultat ist in Star und Rittle-Johnson (2007)
berichtet.

Eine eigene Studie (Riiede, 2012a) ging der Frage nach, inwiefern Perso-
nen durch mehrmaliges Losen derselben Gleichung selbsténdig von Standard-
verfahren abriicken und neue, angemessenere Umformungen entdecken. Der
Test bediente sich der Gleichung 7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3x). Es nahmen
insgesamt 33 Lehramtsstudierende der Vorschule und Unterstufe des ersten
Semesters freiwillig am Test teil. Sie mussten die Gleichung dreimal und zwar
direkt hintereinander — ohne jegliche Intervention dazwischen — 16sen und jedes
Mal anders. Beim ersten Mal folgten iiber zwei Drittel der Studierenden dem
Standardverfahren. Sie multiplizierten aus, fassten zusammen und isolierten
z. Nur etwa 5 Prozent der Studierenden formten zu 10(16 + 3z) = 100. Doch
beim zweiten Mal formten schon etwa 10 Prozent so um und beim dritten
Mal etwa 30 Prozent. Insgesamt entdeckten knapp die Hélfte der Studieren-
den die Umformung zu 10(16+ 3z). Offenbar evozierte dieses Aufgabenformat
bei Studierenden einen Perspektivenwechsel. Insgesamt lasst sich mit diesem
Resultat und den Studien aus der Literatur die Hypothese begriinden, dass
durch mehrmaliges Losen derselben Aufgabe ein Umstrukturieren hervorge-
rufen wird.

Allerdings scheint dieses selbsténdige Umstrukturieren zumindest von der
Jahrgangsstufe der Probanden abzuhéngen. In einer eigenen Pilotstudie sind
60 Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe II schriftlich befragt worden.
Sie besuchten die Fachmittelschule, waren in der neunten Jahrgangsstufe und
werden spéater iiberwiegend das Lehramt fiir die Vorschule und Unterstufe
ablegen. Es handelte sich somit um Probanden, die mit jenen der obigen Studie
vier Jahre spéter zu vergleichen sind. Das Resultat war eindriicklich. Von den
gut 60 Schiilerinnen und Schiilern zeigte nur eine Probandin ansatzweise eine
Umformung der Gleichung 7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3z) zu 10(16 4 3z) =
100. Alle anderen fiihrten dreimal das Standardverfahren aus, indem sie dies
variierten, etwa durch eine leicht andere Reihenfolge beim Ausmultiplizieren
oder Zusammenfassen.

Dieses Resultat war zu erwarten. Denn aus der Grundschuldidaktik ist ein
ahnliches Ergebnis bekannt. Offenbar entdecken Grundschulkinder neue Stra-
tegien umso eher, je dlter und je leistungsfahiger sie sind. Das haben Torbeyns
et al. (2009) gezeigt, indem sie Grundschulkinder in Interviews zum mehrma-
ligen, aber andersartigen Ausrechnen arithmetischer Terme aufforderten.
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7.2 Zweites Aufgabenformat: Relationales
Denken

Das zweite Aufgabenformat kniipft am relationalen Denken (relational thin-
king) von Carpenter, Franke und Levi (2003) an — vergleiche auch Stephens
(2006, 2008). Dieses Konzept ist vor allem in der Grundschuldidaktik verbrei-
tet, vorwiegend in den Vereinigten Staaten. Das Ziel ist, dass die Kinder das
Gleichheitszeichen nicht als Befehl wie ,Mach! verstehen lernen, sondern als
st dasselbe wie“, das heift, als Aquivalenz respektive als Relation. Daher
der Name ,relationales Denken“. Zur Erreichung dieses Ziels fokussieren obige
Autoren auf zwei zentrale Aufgabenformate.

Ein Beispiel fiir das erste Aufgabenformat ist 67483 = [J+82. Hier miissen
die Kinder die Zahl im Késtchen herausfinden. Das kann operational gelost
werden, etwa indem 67 zu 83 addiert und vom Resultat 82 abgezogen wird.
Wer hingegen relational denken kann, stellt zwischen 83 und 82 einen Be-
zug her, ndmlich {iber die Konstanz der Summe beim ungleichsinnigen Ver-
andern zweier Summanden. Ein Beispiel fiir das zweite Aufgabenformat ist
247 — 178 = 1 + 246 — 178. Hier miissen die Kinder argumentieren, ob diese
Gleichung wahr oder falsch ist. Wiederum kann entweder die linke und rechte
Seite unabhéngig voneinander ausgerechnet und miteinander verglichen oder
relational gedacht werden. In diesem Fall wiirde das Kind 247 auf 1 + 246
sowie die beiden 178 aufeinander beziehen und die linke wie auch die rechte
Seite als Subtraktion behandeln, die im Prinzip die gleiche ist.

Auf diese Weise lernen die Kinder, umzustrukturieren. Zu Beginn neigen
die Kinder beispielsweise dazu, bei 67 + 83 = L1 + 82 die beiden Zahlen 67
und 83 so aufeinander zu beziehen, dass sie die Addition ausfithren kénnen.
Mit der Zeit werden sie aber 67 und 83 so aufeinander beziehen, dass sie 67
und 83 als Teile eines Ganzen behandeln und diese Teile als ungleichsinnig
variierbar begreifen. Beziige zwischen 83 und 82 sowie 67 und dem Késtchen
0 werden dann wichtig. Diese Umstrukturierung fiihrt von der Behandlung
von 67 4 83 als Prozess hin zur Behandlung von 67 + 83 als Objekt.

In Riiede (2012a, 2012b) wird nun so argumentiert, dass diese beiden Auf-
gabenformate auf die Algebra iibertragen werden konnen. Das Ziel soll ent-
sprechend sein, so umzustrukturieren, dass Terme nicht mehr als Verfahren,
sondern als Objekte behandelt werden. Im Fall der linearen Gleichungen bie-
ten sich beispielsweise folgende Gleichungen an:

131z + 133x + 135z = 132z + 132z + 1
172-3-0:-32z = 119-22 —2-119x

Die Anweisung fiir die Aufgaben lautet dann: Welcher Ausdruck in der Leer-
stelle macht die Seiten links und rechts des Gleichheitszeichens dquivalent?
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Weitere Beispiele sind in Riiede (2012b) gegeben. Dort ist auch dokumentiert,
wie solche Aufgaben tatséchlich Prozesse des Umstrukturierens auslosen.

Das zweite Aufgabenformat von Carpenter, Franke und Levi (2003) lasst
sich ebenso in den algebraischen Kontext iibertragen wie das erste. Im The-
menbereich der linearen Gleichungen sind beispielsweise die folgenden zwei
Gleichungen vorstellbar:

247x — 178 = x + 246z — 179z
65(12x — 7) = 13(60x — 35)

Die Anweisung fiir diese Aufgaben lautet: Ist die linke Seite dquivalent zur
rechten Seite? Verlangt werden Argumentationen und keine blofen Ja/Nein-
Antworten.

Solche Aufgaben haben hohes diagnostisches Potential. Weil dieses aber
schon in Riiede (2012b) an Beispielen illustriert ist, wird in dieser Arbeit mehr
auf den Einsatz dieser Aufgabenformate im alltdglichen Unterricht fokussiert.
Das wird Gegenstand des folgenden Abschnitts sein.

Vorher sei aber noch darauf hingewiesen, dass der Begriff des relationa-
len Denkens in der Mathematikdidaktik erstens breit verwendet und zweitens
mancherorts verallgemeinert wird. Es handelt sich also um ein &duferst brauch-
bares Konzept. Beispielsweise machen Mason, Stephens und Watson (2009)
eine Begriffserweiterung. Fiir diese Autoren ist das relationale Denken im
Sinne von Carpenter, Franke und Levi (2003) ein Spezialfall des strukturalen
Denkens (structural thinking). Dabei meint strukturales Denken ein Explizie-
ren, Gebrauchen und Miteinanderverbinden von Eigenschaften von mathema-
tischen Objekten. Das so konzipierte strukturale Denken ist — nach Mason,
Stephens und Watson (2009) — gleich dem relationalen Verstehen (relational
understanding) von Skemp (1978).

7.3 Die Aufgabenformate als Gesprachsanlass

Selbstverstéindlich erwerben sich Schiilerinnen und Schiiler eine Expertise im
algebraischen Strukturieren nicht einfach dadurch, dass im Unterricht obige
Aufgabenformate zur Verfiigung gestellt werden. Es kommt darauf an, wie die
Lehrperson und die Klasse mit diesen Aufgabenformaten umgehen. Die Be-
hauptung ist lediglich, dass anhand obiger Aufgabenformate die Schiilerinnen
und Schiiler erstens in natiirlicher und selbstverstandlicher Weise produktive
Erfahrungen im Strukturieren machen, auf die sie sich beim Erlernen von an-
gemessenen algebraischen Strukturierungen abstiitzen konnen. Zweitens wird
durch solche Aufgabenformate den Lehrpersonen wie auch den Schiilerinnen
und Schiiler klar, dass Strukturieren ebenso ein Unterrichtsthema wie etwa
das Losen quadratischer Gleichungen ist.
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Es ist nicht die Idee, im Unterricht Péckchen von Aufgaben, wie in den
Abschnitten 7.1 und 7.2 vorgestellt, abzuarbeiten, sondern zwei, drei derar-
tige Aufgaben pro Woche im Algebraunterricht zur Verfiigung zu stellen. Sie
sollen jeweils als Gespriachsanlass genutzt werden, um die eigenen Struktu-
rierungen explizit zu machen, sie mit jenen der Mitschiilerinnen und -schiiler
zu vergleichen und so die angemessenen Strukturierungen den unangemes-
senen gegeniiberzustellen. Bei solchen Unterrichtsgespriachen realisieren die
Schiilerinnen und Schiiler, dass algebraische Ausdriicke nicht (nur) als Ein-
ladung zur Ausfithrung von erlernten Verfahren zu verstehen sind, sondern
interpretiert werden kénnen, indem Beziige zwischen Teilen so zu bilden sind,
dass sie zu korrekten Umformungen fiihren. Es ist fiir Lernende dufierst hilf-
reich, exemplarisch zu erfahren, welche Beziige andere herstellen und wie sie
diese nutzen. Wie ein algebraischer Ausdruck angemessen behandelt werden
kann, muss schlieflich ausgehandelt werden. Aufgrund eines solchen Diskur-
ses entwickelt die Klasse auf natiirliche Weise das Bediirfnis fiir ein geeignetes
Vokabular. Sie erkennt den Wert eines Fachvokabulars zur Beschreibung von
eigenen und fremden Strukturierungen. Die Fachsprache wird wichtig. Fach-
begriffe wie Teilterm, Differenz, Summe, Proportion spielen dann eine Rolle.

Erst eine gemeinsame Fachsprache (Hoch & Dreyfus, 2010; Kirshner & Aw-
try, 2004) ermoglicht ein gegenseitiges Verstehen. Denn Schiilerinnen, Schii-
ler und Lehrpersonen kénnen Zusammenhénge zwischen ihren unterschiedli-
chen Behandlungen eines algebraischen Ausdrucks nur diskursiv herstellen.
Die Fachsprache ist Mittel zum Explizieren der Strukturierungen. Einerseits
miissen sich die Lehrpersonen Klarheit dariiber verschaffen, welche Struktu-
rierungen in ihrer Klasse produziert werden. Dazu kann die Lehrperson zum
Beispiel ein Klassengesprach nutzen, im Rahmen einer individuellen Beratung
entsprechende Fragen stellen oder auch Lernjournale (Ruf & Gallin, 1998)
gezielt einsetzen. Andererseits konnen Lehrpersonen die Wahrnehmungen in
ihrer Klasse mithilfe der Sprache lenken. Die dazu notwendigen prazisen For-
mulierungen sind nur im Rahmen einer gemeinsamen Fachsprache sinnvoll.

Die Fachsprache erméglicht also einerseits die Kommunikation iiber die je-
weiligen Strukturierungen. Andererseits erleichtert sie das Begriinden respek-
tive Argumentieren. Denn neben Bezeichnungen wie Differenz und Summe
sind auch Begriffe wie Kommutativitét, Distributivitit, Aquivalenz etc. wich-
tig. Gerade Carpenter, Franke und Levi (2003) stellen den Aspekt des Begriin-
dens ins Zentrum des Unterrichts. Fiir sie ist eine Gleichung wie 12-14 = 6-28
Anlass, um im Unterricht zu begriinden, ob diese Gleichung wahr oder falsch
ist. Molina und Mason (2009) legen sogar empirische Argumente zur Stiitzung
der Hypothese vor, dass durch die Aufforderung zum Begriinden die Lernen-
den vermehrt relational denken und daher die algebraischen Ausdriicke anders
anschauen wagen.

Im Folgenden seien ein paar Beispiele gegeben. Sie illustrieren Bearbeitun-
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gen von Aufgaben wie in den Abschnitten 7.1 und 7.2 vorgestellt. Zwei Aspekte
stehen dabei im Fokus. Erstens kann das Strukturieren in schriftlichen Doku-
menten zumindest teilweise sichtbar gemacht werden. Die entsprechenden Do-
kumente belegen empirisch, dass Strukturieren tatsidchlich ein Handeln ist, wie
in Abschnitt 2.2 vorausgesetzt. Zweitens sind Umstrukturierungen problem-
los evozierbar und die Personen, die gerade strukturieren, entdecken andere
Strukturierungen oftmals selbsténdig.

Die unten vorgestellten Dokumente entstanden wéhrend einer fachwissen-
schaftlichen Veranstaltung in Mathematik an der Pddagogischen Hochschule
Nordwestschweiz. Die Veranstaltung richtete sich an Lehramtsstudierende der
Vorschule und Unterstufe im zweiten Semester. Der fachliche Schwerpunkt lag
auf der Hinfiihrung zur Expertise im Strukturieren von algebraischen (inklu-
sive arithmetischen) Ausdriicken. Dazu wurden immer wieder die beiden obi-
gen Aufgabenformate eingesetzt. Entscheidend war, dass die Bearbeitungen
der Studierenden wesentlich fiir die Gestaltung der einzelnen Veranstaltungen
genutzt wurden, wie im Dialogischen Lernen vorgesehen (Ruf & Gallin, 1998).

7.3.1 Strukturierungen sichtbar machen

Ein wichtiger Punkt in der Veranstaltung war, dass den Studierenden In-
strumente flir das Explizieren ihrer Strukturierungen in die Hand gegeben
wurden, denn man wollte im Verlauf der Veranstaltung auf solche Struktu-
rierungen hinweisen und dariiber sprechen. Das setzte voraus, dass in den
Aufgabenbearbeitungen der Studierenden solche Strukturierungen kenntlich
gemacht waren.

Das bereitete den Studierenden anfanglich Schwierigkeiten, denn die meis-
ten von ihnen behandelten Terme und Gleichungen zu Beginn des Studiums
als Verfahren. Sie mussten einerseits zum Anschauen, zur Begegnung mit der
,».kontemplativen‘ Seite der Mathematik® (Fischer, 1984, S. 31), aufgefordert
werden und andererseits zum Sprechen dariiber. Allerdings wollte man den
Studierenden entsprechende Instrumente nicht einfach prasentieren. Vielmehr
war beabsichtigt, an ihrem Wissen und Kénnen anzukniipfen. So wurden ge-
eignete Instrumente des Explizierens von Strukturierungen anhand ihrer Bear-
beitungen einer Aufgabe thematisiert. Diese bestand im Finden der Leerstelle
so, dass die Gleichung 66(z — 2)? — O = 67(z — 2)? — 39(z — 2)? allgemeingiil-
tig wird, ein Beispiel fiir das erste Aufgabenformat. Man schaute in den Auf-
gabenbearbeitungen der Studierenden nach den verwendeten Instrumenten.
Typischerweise waren sich die Studierenden gar nicht dariiber bewusst, mit
welchen Instrumenten sie ihre Strukturierungen explizit machten. Es musste
ihnen aufgezeigt werden, was sie implizit (schon) nutzten.

Solche Beispiele, wie Mitstudierende ihr Strukturieren zum Ausdruck brach-
ten, wurden in der Veranstaltung gezeigt und diskutiert. Anhand dieser Doku-
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mente realisierten die Studierenden, welche Instrumente andere und welche sie
selbst verwendeten, um die Strukturierungen explizit und daher dem Gesprach
zugénglich machten. Im Folgenden sind einige dieser Instrumente vorgestellt.

Fachsprache

Ein paar Studierende verwendeten Fachbegriffe, ganz im Sinne von Hoch und
Dreyfus (2010), Kirshner (2006) sowie Kirshner und Awtry (2004). Damit
driickten sie ihre Strukturierung aus. Beispielsweise spricht die Studierende in
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Abbildung 7.1: Die Strukturierung kann durch Gebrauch der Fachsprache
(,Faktor®, ,Term®, ,Gleichung” und ,Differenz*) explizit gemacht werden

Abbildung 7.1 von ,Faktor®, Term", ,Gleichung* und ,Differenz". Das sind al-
les Bezeichnungen, die den Blick lenken. Besonders ihr Gebrauch des Begriffs
der Differenz war sehr erhellend. Sie bezog die entsprechenden Vorfaktoren als
Differenz aufeinander. Auch wenn sie dieses Wort nur ganz klein schrieb und
in Klammern verwendete, brachte sie so zum Ausdruck, dass sie auf den Ab-
stand respektive den Unterschied der jeweiligen Vorfaktoren zielte. So konnte
sie deutlich machen, dass sie beispielsweise 67 nicht als isolierte Zahl behan-
delte, sondern als Teil einer Differenz, namlich als Minuend. Sie gebrauchte
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,Differenz” zweier Zahlen als Synonym fiir ,Abstand“ zweier Zahlen. Damit
wird explizit, wie sie 67 und 39 aufeinander bezieht, analog die 66 und die [,
und wie sie den Bezug von 66 auf 67 begreift. Nur vor diesem Hintergrund
macht es fachlich Sinn, von 39 auf 38 zu schliefsen.

Eine andere Studierende sprach fachlich vollig korrekt von gleichsinniger
Verénderung (Abbildung 7.2). Auch dieser Begriff bringt klar auf den Punkt,

wie die jeweiligen Vorfaktoren aufeinander bezogen wurden. Durch die Ver-
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Abbildung 7.2: Die Strukturierung kann durch Gebrauch der Fachsprache
(,,gleichsinnig") explizit gemacht werden

wendung von ,.gleichsinnig”“ macht die Studierende klar, dass sie zwischen 10
und 11 sowie 4 und 5 nicht einfach den Unterschied 1 sieht. Sie behandelt die
linke Seite 10 — 4 sowie die rechte Seite 11 — 5 als Subtraktionen mit demsel-
ben Ergebnis, die auseinander hervorgehen, indem Minuend und Subtrahend
gleichsinnig variiert werden. Das ist ihre Strukturierung.

Beide Beispiele zeigen, wie die Verwendung von Fachbegriffen hilft, Struk-
turierungen explizit zu machen. Dariiber hinaus unterstiitzt die Verpflichtung
zur Verwendung von Fachbegriffen die Studierenden, angemessen strukturie-
ren zu lernen (Hoch & Dreyfus, 2010; Kirshner, 2006). Die Lernenden miissen
die Teile so aufeinander beziehen, dass die Fachbegriffe anwendbar werden.
Das gelingt ihnen nur dann, wenn sie entsprechende Strukturierungen vor-
nehmen.

Pfeile

Um zu zeigen, was man aufeinander bezieht, eignet sich die Angabe von Pfei-
len. Die Art des Bezugs kann durch geeignete Beschriftungen ausgedriickt
werden, wie etwa Abbildung 7.3 zeigt. Solche Pfeile geben explizit an, wel-
che Teile jemand aufeinander bezieht. In Abbildung 7.3 hat die Studierende
die Pfeile beschriftet mit +1 und —1. Sie erkennt offenbar, dass sich die ent-
sprechenden Vorfaktoren jeweils um Eins unterscheiden. Zudem gibt sie eine
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Abbildung 7.3: Die Strukturierung kann durch Gebrauch von Pfeilen explizit
gemacht werden

Analogie an: 6 — 3 = 7 — 4. Das macht deutlich, dass sie die Faktoren (z — 2)?
in ihrer Strukturierung von 66(z — 2)* — O = 67(z — 2)? — 39(x — 2)? als
vernachlassigbar behandelt. Dadurch reduziert sie das Problem auf ein rein
arithmetisches und kann an ihrem Vorwissen ankniipfen.

Farben

Um Gemeinsamkeiten auszuarbeiten, konnen Teile gefdarbt werden. Vor allem
in Verbindung mit anderen Instrumenten entwickelte dieses Instrument sei-
ne Produktivitdt. In Abbildung 7.4 macht die Studierende klar, dass allein
das Markieren den Fokus dndern kann. Dieses Beispiel belegt eindriicklich,
dass Strukturieren ein Prozess ist. Die Studierende musste die Klammern auf-
einander beziehen, um zu erkennen, dass es die gleichen sind. Das Farben
stellte diesen Bezug her. Als Konsequenz kénnen die Klammerausdriicke ver-
nachléssigt werden, wie die Studierende vermerkt. Das Féarben ermoglichte ihr
offenbar, jene Teile aufeinander zu beziehen, die nicht angefarbt waren. Die
sich daraus ergebende Strukturierung machte sie durch die Verwendung von
Pfeilen explizit.

Biindeln

Viele Studierende zogerten, mit einem zusammengesetzten Ausdruck zu han-
deln. Fiir diese konnte es erleichternd sein, wenn sie diesem einen Namen
gaben. Diese Idee brachte eine Studierende als Substitution tatsédchlich zum
Ausdruck. Offenbar half das schlanke a beim Aufeinanderbeziehen der Vorfak-
toren. Abbildung 7.5 belegt, dass zusammengesetzte Ausdriicke die Aufmerk-
samkeit der Studierenden stark auf sich ziehen. Es scheint ihnen nicht immer
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Abbildung 7.4: Die Strukturierung kann durch Féarben explizit gemacht
werden

moglich, diese mental als ein Etwas zu behandeln. Im Beispiel der Abbildung
7.5 musste die Studierende dem zusammengesetzten Ausdruck (z — 2)? den
Namen a geben, damit er nicht mehr so dominant im Blickfeld war. Erst so
war das Aufeinanderbeziehen der Vorfaktoren erfolgreich. Erst so konnte sie
von einem ,Resultat sowohl auf der linken wie auch auf der rechten Seite
sprechen.

Eine andere Mdglichkeit besteht darin, den zusammengesetzten Ausdruck
zu umkreisen. Das gibt ihm den Anschein eines Biindels und hat denselben
Effekt wie das Setzen von zusétzlichen Klammern, was zum Beispiel Korten-
kamp (2005) ausarbeitete. In Abbildung 7.6 macht das Umkreisen deutlicher,
dass links und rechts des Gleichheitszeichens je eine Differenz steht. (Manch-
mal hatte das Farben denselben Effekt.) Allgemein neigten die Studierenden
eher zum Umkreisen als zum Substituieren. Das erstaunt nicht in Anbetracht
der Schwierigkeiten, die mit dem Erlernen des Substituierens verbunden sind
(Filloy, Rojano & Solares, 2008). Allerdings kann dieses Umkreisen als eine
Art Vorstufe des Substituierens betrachtet werden.

Die Vorstellung solcher Instrumente bewirkte, dass sie von den Studieren-
den im Laufe der Veranstaltung rege eingesetzt wurden. Ein weiterer Effekt
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7.3 Die Aufgabenformate als Gespréchsanlass

Zuerst habe die ich die Gleichung betrachtet und nach gleichen Ausdriicken gesucht.
66 (x-2)°- [] =67 (x-2)*-39 (x-2)°

Dadurch wird mir klar, dass dieser Ausdruck auch im fehlenden Kasten vorkommen muss.
66 (x-2)* - [] * (x-2)* =67 (x-2)* - 39 (x-2)}

Danach habe ich die Zahlen vor den gleichen Ausdriicken genauer betrachtet. Dazu ersetzte ich
den Ausdruck (x-2)* mit der Variable a.

+1

y

66*a- [ J*a=67*%a-39*%a

Ich bemerkte, dass der Minuend auf der linken Seite des Gleichheitszeichens 1 kleiner ist als der
rechte. Damit nun das Resultat sowohl auf der linken wie auch auf der rechten Seite, das gleiche
wird, muss linke Subtrahend ebenfalls 1 kleiner sein. Also 38.

66 (x-2)* - 38 (x-2)" = 67 {x-2)> - 39 (x-2)

Abbildung 7.5: Die Strukturierung kann durch Biindeln — hier Benennen mit
einem Buchstaben — explizit gemacht werden

war die Zugénglichkeit der Bearbeitungen. Sowohl der Dozent als auch die
Mitstudierenden profitierten von der Entwicklung und Verwendung solcher
Instrumente zur Unterstiitzung des Strukturierens. Denn die Bearbeitungen
wurden so wesentlich nachvollziehbarer. In diesem Sinne férderte die Sicht-
barmachung der Strukturierungen die Kommunikation dariiber.

7.3.2 Weg vom Schema F, hin zur Exploration

Viele Studienanfénger des Lehramts fiir die Vorschule und Unterstufe konnen
der Stufe 2 des Strukturierens zugeordnet werden. Sie behandeln einen Term
oder eine Gleichung als Befehl zur Ausfithrung eines Verfahrens. Die Aufgabe
der Lehrveranstaltung bestand darin, sie im ersten Schritt zum Anschauen
eines algebraischen Ausdrucks hinzufiihren, zum Herstellen von Beziigen, die
mathematische GesetzméaRigkeiten und Zusammenhénge sichtbar machen und
zum Erzahlen iiber mogliche Strukturierungen des Ausdrucks. Denn das Ziel
war, dass die Lehramtsstudierenden einen algebraischen Ausdruck zwei Semes-
ter spéater als Objekt behandeln — und dann entsprechend mit arithmetischen
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4
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Abbildung 7.6: Die Strukturierung kann durch Einkreisen explizit gemacht
werden

Ausdriicken umgehen koénnen. Sie sollten dann insbesondere einen ausgebil-
deten Zahlenblick (Schiitte, 2008) besitzen und flexibel rechnen (Rathgeb-
Schnierer, 2006) konnen.

Zur Erreichung dieses Ziels setzte man das erste Aufgabenformat (Abschnitt
7.1) mehrmals in der Veranstaltung ein. In der Folge ist ein Auftrag vorgestellt,
der am Anfang der Veranstaltung stand und stark auf diagnostische Aspekte
setzte. Denn man wollte zuerst die vorhandenen Féhigkeiten im Strukturieren
algebraischer Terme iiberblicken. Gegenstand des Auftrags war die Gleichung

7(16 + 3z) = 100 — 3(16 + 3x).

In einem ersten Teil mussten die Studierenden diese Gleichung dreimal hin-
tereinander 16sen, immer anders und ohne jegliche zwischenzeitlichen Inter-
ventionen. In einem zweiten Teil studierten sie zuerst einen vorgegebenen
Losungsweg. Dieser bestand in der Umformung zu 10(16 + 3z) = 100. Die
Studierenden sollten dann notieren, wie sie selbst auf diesen Losungsweg ge-
kommen sind, falls einer ihrer drei Losungswege diesem entsprach. Im anderen
Fall sollten sie schriftlich festhalten, warum sie diesen Losungweg nicht ent-
deckt hatten. Diese Aufteilung in zwei Teile erwies sich als produktiv, denn so
gewann man viel Information iiber die Betrachtungs- und Herangehensweisen
der Studierenden.

In der Veranstaltung wurden einige dieser Bearbeitungen genutzt. Anhand
ihrer zeigte man auf, wie andere Studierende auf die Umformung zu 10(16 +
3x) = 100 gefithrt wurden — zum Teil erst nach mehreren misslungenen Ver-
suchen. Erstens belegte das, dass auch fortgeschrittene Studierende (inklusive
Experten) angemessene Umformungen nicht sofort entdecken, sondern oftmals
erst nach mehrmaligem Scheitern. So erhoffte man sich in der Veranstaltung,
dass die Studierenden in Zukunft nicht die Flinte ins Korn werfen, wenn sie
nicht auf Anhieb Erfolg haben. Denn nach Threlfall (2002) miissen Lernen-
de beharrlich sein konnen, damit sie sich ein flexibles Handeln angewohnen.
Zweitens wurde darauf hingewiesen, dass man den ganzen algebraischen Aus-
druck — und nicht nur ein Merkmal oder einen Teil davon — im Fokus haben
und die einzelnen Teile miteinander vergleichen soll. Im Folgenden sind zwei
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erhellende Bearbeitungen von Studierenden vorgestellt.

Gleichheit der Klammern tibersehen

Eine Studierende multiplizierte die Gleichung 7(16 + 3x) = 100 — 3(16 + 3x)
im ersten Versuch sofort aus zu 112 + 21x = 100 — 48 — 9z, formte im zweiten
Versuch um zu 7(16 4+ 3z) + 3(16 4+ 3z) = 100 und multiplizierte aus zu 112 +
21z + 48 + 92 = 100. Beim dritten Versuch schrieb sie dann: ,,Komischerweise
ist mir erst jetzt aufgefallen, dass die beiden Klammern gleichen Inhalts sind.
Ich sehe also, dass auf der einen Seite 7 mal die Klammer steht und auf der
anderen Seite —3 mal die Klammer. Wenn ich die beiden Klammern also auf
eine Seite bringe, habe ich 10 mal die Klammer.

7-(16 4+ 3z) +3(16 + 3z) = 100
10(16 + 3z) = 100

Jetzt muss ich nur noch ausmultiplizieren und nach x auflésen.“ Offenbar er-
kannte diese Studierende die Gleichheit der Klammern nicht auf Anhieb. Sie
schien die Klammern erst im dritten Versuch aufeinander bezogen zu haben.
Das war bei manch anderen Studierenden auch zu beobachten. Thnen fiel die
Klammer auf und daher bezogen sie sofort den Vorfaktor auf die Klammer-
inhalte. Sie multiplizierten aus, ohne die Gleichung genauer angeschaut zu
haben. So erstaunlich dieses Ubersehen der Gleichheit der Klammern ist, so
oft wurde es angetroffen.

Obige Studierende hielt zudem fest: ,Als mir noch nicht bewusst war, dass
die Klammern gleich sind, dachte ich noch, ich kénne die 7 und 3 aufgrund
der ,Punkt vor Strich‘-Regel nicht addieren.“ In diesem Satz kommt die Um-
strukturierung, die die Studierende vollzog, zum Ausdruck. Zuerst bezog sie
jeden Vorfaktor nur auf die jeweilige Klammer, behandelte die Punkt-vor-
Strich-Regel also temporal (Abschnitt 5.2.3). Danach bezog sie die beiden
Klammern aufeinander, entdeckte die Gleichheit und bezog dann die beiden
Vorfaktoren aufeinander.

Die Subtraktion stort

Eine andere Studierende multiplizierte im ersten Versuch ebenfalls zuerst
aus. Im zweiten Versuch dividierte sie auf beiden Seiten durch (16 + 3x)
und entdeckte erst im dritten Versuch die Méglichkeit der Umformung zu
10(16 + 3x) = 100. Sie notierte: ,Zuerst +3(16 + 3z), so verschiebt es sich auf
die andere Seite, was die ganze Gleichung schon mal freundlicher macht, da
keine Subtraktion mehr verlangt wird, denn dies schreckt mehr Personen ab
als eine normale Addition. Danach miissten jedoch auch zuerst Multiplikatio-
nen und dann die Additionen vorgenommen werden. Und so, die Gleichung
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weiter auflosen, das heifit, es wire dann
7(16 + 3x) + 3(16 + 3x) = 100.

Nun kann man entweder ausmultiplizieren (jede Klammer fiir sich) oder man
fasst sie zusammen zu 10(16 + 3z) = 100 und multipliziert erst jetzt aus.
Diese Passage zeigt, wie die Studierende die Umformung zu 10(16+3z) = 100
entdeckte. Zuerst wollte sie ndmlich einfach das Minuszeichen verschwinden
lassen. Das belegt eine weitere Passage: ,Zuerst wollte ich die Subtraktion be-
heben.“ Erst nachdem sie obigen Zwischenschritt aufgeschrieben hatte, bezog
sie die beiden gleichen Klammern aufeinander und die entsprechenden Vor-
faktoren. Als Konsequenz fasste sie 7(16 + 3x) und 3(16 + 3z) zu 10(16 + 3z)
zusammen. Diese Reihenfolge machte sie an anderer Stelle sogar explizit: ,,Als
ich mir die Gleichung dann aufschrieb und mir wieder bewusst wurde, dass
die Klammern ja identisch sind, sah ich, dass man diese gut zusammenfassen
kann.*

Fazit

Obige Beispiele illustrieren zwei typische Griinde, die zur Entdeckung der
intendierten Umformung fiihrten. Andere Griinde waren beispielsweise, dass
die gleichen Klammern einen Trick nahelegten oder dass man die Variablen auf
eine Seite bringen wollte und dabei dann die Umformung zu 10(16+3z) = 100
entdeckte.

Fiir die Veranstaltung war die Prisentation und Diskussion solch gelun-
gener Denkwege duflerst produktiv. Denn die Studierenden realisierten, dass
Strukturieren einen forschenden Charakter besitzt. Man muss unterschiedli-
che Beziige ausprobieren und deren Konsequenzen erkennen und evaluieren.
Aufgrund dieser Erkenntnis wagten die Studierenden vermehrt, Terme und
Gleichungen anders als gewohnt zu strukturieren. Das fiithrte dazu, dass im
Laufe der Veranstaltung nicht mehr mithilfe des ersten Aufgabenformats ex-
plizit zum Umstrukturieren aufgefordert werden musste, sondern man konnte
vermehrt die Studierenden einfach unvertrauten Situationen aussetzten. Sie
probierten dann selbstdndig mehrere Strukturierungen aus. Mit einer ,un-
vertrauten Situation ist ein zu vereinfachender Term oder eine zu losende
Gleichung gemeint, die zu Standardverfahren verfiihrt, jedoch am einfachsten
mit einem Trick gelost werden kann. Einige Beispiele sind:

(4r —2)* = 0.04,

2z +1)°+4 = 31,
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7.4 Zusammenfassung der Resultate

vz +17° 4+ (z+1)7° = 81,

8r+8 x(x—10) 3z +6

ZL‘—|—1+ x 42

In der Tat 16sten solche Beispiele bei den Studierenden Umstrukturierungen
aus, die dann wiederum in der Veranstaltung vorgestellt wurden und zu weite-
ren Auftridgen Anlass gaben. Damit wird bestétigt, was in anderen Kontexten
ebenso beobachtet wurde: Herausforderungen respektive Hindernisse bieten
Méglichkeiten zu lernen (Drijvers, 2002).

Zur Vermeidung von Missverstandnissen soll am Schluss betont werden,
dass den Studierenden zu etwa zwei Dritteln Beispiele vorgelegt wurden, die
auf die Anwendung von Standardverfahren zielten. Nur der restliche Drittel
bestand aus unvertrauten Situationen.

7.4 Zusammenfassung der Resultate

Als eine Konsequenz des Stufenmodells des Strukturierens bietet sich die Kon-
struktion geeigneter Aufgaben zur Forderung des Strukturierens an. Vor allem
der Ubergang von Stufe 2 zur Stufe 3 erweist sich in der Praxis als proble-
matisch. Diese beiden Stufen unterscheiden sich darin, dass Personen auf der
Stufe 3 umstrukturieren kénnen, jene auf der Stufe 2 hingegen nicht. Daher
bieten sich zur Férderung des Ubergangs von Stufe 2 hin zur Stufe 3 Aufgaben-
formate an, die das Umstrukturieren evozieren. Sowohl mehrfaches Umformen
(erstes Aufgabenformat, Abschnitt 7.1) als auch relationales Denken (zweites
Aufgabenformat, Abschnitt 7.2) scheinen diese Anforderung zu erfiillen.

Die beiden Aufgabenformate ermoglichen es, das Strukturieren von Termen
und Gleichungen im Unterricht zum Thema zu machen. Dabei ist entschei-
dend, wie mit diesen Aufgabenformaten umgegangen wird. Die Entwicklung
des Strukturierens scheint wesentlich unterstiitzt zu werden, wenn sich Leh-
rende und Lernende iiber ihre eigenen Strukturierungen austauschen. Insbe-
sondere konnen die Bearbeitungen der Aufgabenformate genutzt werden, um
die Strukturierungen explizit zu machen, sie zu vergleichen und iiber ihre An-
gemessenheit zu diskutieren (Abschnitt 7.3). Dieser kommunikative Austausch
scheint zwei Effekte zur Folge zu haben:

— Um sich iiber die eigenen und fremden Strukturierungen austauschen
zu konnen, miissen die Lernenden ihre eigenen Strukturierungen explizit
machen. Daher beschreiben sie ihre Strukturierungen beispielsweise in
Worten, visualisieren ihre Beziige mit Pfeilen, Féarbungen, Einkreisungen
oder nutzen Substitutionen zur Verdeutlichung.
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7 Zur Férderung des Strukturierens

— Durch den Austausch der Bearbeitungen realisieren die weniger fortge-
schrittenen Lernenden, dass auch Lernende mit hoher Expertise mehrere
Versuche anstellen, um eine Aufgabe erfolgreich zu 16sen. Daher packen
dann auch die weniger fortgeschrittenen Lernenden einen algebraischen
Ausdruck unter Umsténden mehrmals an. Auch sie beginnen zu explo-
rieren und machen erste Umstrukturierungen.
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8 Diskussion

Abschliefsend werden alle Resultate der vorgelegten Arbeit zusammengefasst
und diskutiert. Ausgehend von den in Abschnitt 1.1.1 formulierten Forschungs-
fragen wird geschaut, inwiefern sie nun beantwortet sind. Was wurde erreicht?
Was muss iiberdacht werden? Was bleibt offen?

8.1 Zusammenfassung

Thema dieser Arbeit ist das Erkennen von algebraischen Umformungen. Wie
behandelt eine Person die einzelnen Zeichen in einem algebraischen Ausdruck,
um auf eine Umformung schliefen zu kénnen? Das ist die zentrale Fragestel-
lung. Sie fokussiert sowohl auf das Erkennen einer Umformung als auch auf
die Individualitat dieses Erkennens. Die Fragestellung ist im Detail vierteilig
(vgl. Abschnitt 1.1.1) und erfordert die Bearbeitung der folgenden Aspekte:

1. Theoretische Fundierung und Bestimmung des Begriffs der Strukturie-
rung

2. Spezifikation der Methode zur empirischen Erfassung von Strukturie-
rungen

3. Empirisch basierte Bildung von Kategorien von Strukturierungen

4. Aufstellung eines Modells der Entwicklung des Strukturierens algebrai-
scher Ausdriicke

8.1.1 Theoretische Resultate

Diese Arbeit stellt das individuelle Strukturieren von Termen und Gleichungen
ins Zentrum. Unter dem ,individuellen Strukturieren” wird die Art und Weise
verstanden, wie eine Person einen algebraischen Ausdruck wahrnimmt respek-
tive behandelt, um Umformungen zu erkennen. Mit diesem Ansatz riicken der
materiell gegebene Ausdruck, seine einzelnen Zeichen und die Art und Weise,
wie eine Person mit ihnen hantiert, in den Fokus. Aus diesem Grund kniipft
die Arbeit an semiotisch-pragmatischen Ansétzen an wie dem Inferentialis-
mus von Brandom (2000), der Onto-Semiotik von Font, Godino und Gallardo
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(2013) oder dem sozio-kulturellen Ansatz von Radford (2003). Solchen An-
sitzen ist gemein, dass sich die Bedeutung von Zeichen darin zeigt, wie Per-
sonen mit ihnen umgehen. Beim Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks
werden diese Umgangsweisen mit Zeichen als ein Aufeinanderbeziehen der
vorkommenden Zeichen verstanden, so die Festlegung der vorgelegten Arbeit:
Strukturieren ist ein Herstellen von Beziigen zwischen Teilens des Ausdrucks,
eine Strukturierung ist das Produkt des Strukturierens. Und die Bedeutung,
die eine Person einer bestimmten Strukturierung des Ausdrucks zuweist, be-
steht in ihrem praktischen Wissen, wann sie die Teile des Ausdrucks so auf-
einander beziehen wiirde und welche Konsequenzen sie daraus zoge. Das ist
die personale Bedeutung dieser Strukturierung (Abschnitt 2.3.3) und das ist
ein ,Wissen, wie".

Jener Teil des ,Wissen, wie®, der inferentiell gegliedert ist, wird als impli-
zites Wissen bezeichnet, das heifst, das implizite Wissen einer Person besteht
aus der Menge der Inferenzen, die sie vollziehen kann. Diese Inferenzen kon-
nen sogar als Konditionale explizit gemacht werden. Das geschieht etwa dann,
wenn eine Person dariiber spricht, aus welchen Griinden sie eine bestimmte
Strukturierung herstellt und worauf sie daraus schliefst. Fiir das Strukturieren
scheinen zwei Typen solcher Inferenzen wichtig zu sein: transformationale und
konversionale (Abschnitt 6.3.3). Transformationale Inferenzen fiithren von der
Strukturierung zum umgeformten Ausdruck, zum weiter umgeformten Aus-
druck etc. Konversionale Inferenzen bestehen aus dem Vergleich sowohl von
unterschiedlichen Strukturierungen des vorgelegten Ausdrucks als auch von
den sich daraus ergebenen unterschiedlich umgeformten Ausdriicken — ausge-
hend vom vorgelegten Ausdruck.

Obige Ausfithrungen geben erstens Antwort auf den ersten Teil der For-
schungsfrage und bilden zweitens die begriffliche Basis fiir die Antwort auf
ihren vierten Teil, also auf die Frage nach der theoretischen Konzeption eines
Modells, wie sich das Strukturieren entwickelt. Denn es handelt sich dabei um
die Entwicklung des impliziten Wissens iiber Strukturierungen, insbesondere
um die Entwicklung seiner transformationalen und konversionalen inferenti-
ellen Gliederung (Abschnitt 6.3.5). Es wird die Hypothese aufgestellt, dass
die Ausbildung der transformationalen Inferenzen aus einer Strukturierung
jener der konversionalen zwischen Strukturierungen vorausgeht. Im Detail:
Solange die Person weder transformationale noch konversionale Inferenzen
ziehen kann, behandelt sie den Ausdruck als anschauliches Ding (Stufe 1).
Der Aufbau der inferentiellen Gliederung beginnt erst mit der Ausbildung
von transformationalen Inferenzen. Die Person behandelt den Ausdruck dann
als Verfahren, vielleicht sogar als verschiedene Verfahren (Stufe 2). In diesem
Sinne bildet sie verschiedene, voneinander unabhéngige transformationale ,,Se-
quenzen aus. Die Person weifs implizit iiber die Konsequenzen Bescheid, die
eine Strukturierung zur Folge hat. Sie verbindet aber die Konsequenzen un-
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terschiedlicher Verfahren noch nicht. Unterschiedliche Strukturierungen des
gleichen Ausdrucks behandelt sie als unabhéngig voneinander. Erst im Laufe
der Entwicklung vermag die Person die einzelnen transformationalen Sequen-
zen miteinander zu verbinden: Die Person stellt konversionale Inferenzen her,
vorerst zwischen den Konsequenzen unterschiedlicher transformationaler Se-
quenzen und spater auch zwischen den dazugehorigen Strukturierungen (Stufe
3). Sie strukturiert um. Entscheidend ist hier, dass die Person einen algebrai-
schen Ausdruck von innen nach aufen oder von aufsen nach innen umstruktu-
rieren kann. Welche Richtung die Person bevorzugt, hangt vermutlich sowohl
von ihrer Lernbiografie als auch vom gegebenen Ausdruck ab. Wer Ausdriicke
vorwiegend auswertete, konnte zu Umstrukturierungen von innen nach au-
fsen tendieren. Wer vorwiegend Standardverfahren ausfiihrte, neigt beim Um-
strukturieren vielleicht zur umgekehrten Richtung. Auf jeden Fall ist zentral,
dass auf der Stufe 3 die einzelnen Strukturierungen eines Ausdrucks durch
konversionale Inferenzen miteinander verbunden werden. Sobald das implizite
Wissen einer Person sowohl inferentiell als auch konversional gegliedert ist,
behandelt sie den Ausdruck als Objekt (Stufe 4).

8.1.2 Empirische Resultate

Das im obigen Abschnitt nochmals zusammenfassend dargestellte Modell der
Entwicklung des Strukturierens algebraischer Ausdriicke verallgemeinert die
in den Kapiteln 4 und 5 beschriebenen empirischen Resultate. Dort sind vier
Kategorien des Strukturierens identifiziert: Den Ausdruck optisch einfacher
machen, ihn &ndern, ihn umstrukturieren oder seine Klassifizierung erforschen.
Damit ist der dritte Teil der Forschungsfrage beantwortet. Die Kategorien sind
in Abschnitt 6.1.2 zusammengefasst und in Abschnitt 6.2 ausgiebig diskutiert.
Ebenso ist in Abschnitt 6.1.2 das zweite Hauptresultat, der Vergleich zwi-
schen den Experten und den Novizen, im Uberblick dargestellt. Offenbar
strukturiert sowohl jeder Experte als auch jeder Novize einzigartig (Abschnitt
4.2.7). Als Unterschied zwischen den hergestellten Strukturierungen ist her-
vorzuheben: Die Experten setzen die Strukturierungen zur Exploration des al-
gebraischen Ausdrucks ein. Sie diskutieren den Ausdruck. Die Novizen stellen
hingegen Strukturierungen (nur) dazu her, um ein Standardverfahren ausfiih-
ren respektive die gestellte Aufgabe 16sen zu kénnen (Abschnitt 4.2.8).
Dieser Unterschied zwischen den Novizen und den Experten léasst sich auch
so beschreiben, dass die inferentielle Gliederung des ,Wissen, wie“ bei den
Novizen vorwiegend transformational ist (wenn iiberhaupt) und bei den Ex-
perten transformational und konversional. Salopp gesprochen, sind die Novi-
zen der Stufe 3 gerade im Ubergang zwischen diesen beiden Extremen. Aus
diesem Grund fokussieren die in Kapitel 7 vorgestellten Forderideen auf die
Hinfithrung von der Stufe 2 zur Stufe 3. Welche Aufgabenformate regen zum
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Umstrukturieren an? Wie soll mit ihnen umgegangen werden?

Vorgeschlagen sind zwei Aufgabenformate: Erstens das mehrmalige Losen
derselben Aufgabe (Abschnitt 7.1) und zweitens Ausdriicke, die ein relatio-
nales Denken begriifen (Abschnitt 7.2). Beide Aufgabenformate motivieren
Lernende, ihre eigenen Strukturierungen explizit zu machen, sie mit jenen
von anderen Personen zu vergleichen und schliefslich iiber deren Angemessen-
heit zu diskutieren. So wird der Fokus auf die Wahrnehmung gelenkt und die
Leitfrage der vorgelegten Arbeit wird zur Leitfrage der Lernenden: Wie erken-
ne ich Umformungen? Dieser Lernprozess wird wesentlich dadurch ermoglicht,
dass Lehrende und Lernende sich iiber die Bearbeitungen der entsprechenden
Aufgaben austauschen (Abschnitt 7.3).

8.2 Vergleich mit anderen Studien

In diesem Abschnitt werden die zentralen Resultate dieser Arbeit auf die ak-
tuelle mathematikdidaktische Diskussion bezogen. Ziel ist es, die Erkenntnisse
der Arbeit deutlicher und deren Relevanz kenntlicher zu machen.

8.2.1 Der semiotisch-pragmatische Ansatz

Die Fundierung dieser Arbeit in semiotisch-pragmatischen Anséitzen geht ein-
her mit der Fokussierung auf den Gebrauch der algebraischen Zeichen. Dieser
Gebrauch ist hier beim Strukturieren als Herstellen von Beziligen zwischen Tei-
len des gegebenen algebraischen Ausdrucks definiert. Entsprechend fallen die
empirischen Resultate aus. Sie beschreiben die Art und Weise, wie Personen
die Zeichen in einem algebraischen Ausdruck aufeinander beziehen.
Beispielsweise behandeln manche Anfianger ein Minuszeichen vor einem
Klammerausdruck als Vorzeichen, auch wenn es als Operationszeichen in-
tendiert ist (Abschnitt 5.2.4). Oder andere behandeln gemischte Ausdriicke,
wo sowohl Plus- als auch Multiplikationszeichen vorkommen, tendenziell als
Vorschrift, zuerst auszumultiplizieren, bevor etwas anderes gemacht wird. Sie
begreifen ,,Punkt vor Strich* temporal (Abschnitt 5.2.3). Diese Beispiele il-
lustrieren, wie die vorgelegte Arbeit den Gebrauch der Zeichen beim Struk-
turieren beschreibt. Sie interessiert sich fiir die hergestellten Beziige, indem
sie die Phanomenologie des Wahrnehmens ins Zentrum stellt. So gelingt die
Erfassung der personalen Bedeutung einer Strukturierung: Welche Bedeutung
weist eine Person, die gerade einen Term vereinfacht, diesem Term zu? Welche
Zeichen beachtet sie? Welche Rolle weist sie diesen Zeichen zu? Wie bezieht
sie sie aufeinander? Was schlief’t sie daraus? Die hier vorgelegten Antworten
auf diese Fragen bestitigen Befunde wie zum Beispiel jene in Falle (2007)
oder auch Hoch und Dreyfus (2004). Wo sich aber diese Studien vorwiegend
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an der intendierten Struktur eines Ausdrucks orientieren und am Maf, in-
wiefern die Schiilerinnen und Schiiler davon abweichen, interessiert sich die
vorgelegte Arbeit fiir die Charakterisierung der vom Individuum hergestellten
Strukturierung und welche Bedeutung es ihr zuweist.

Die Frage, ob die aus einer Strukturierung erschlossene Umformung falsch
oder richtig sei, hat in dieser Arbeit nicht erste Prioritédt. Die obigen zwei
Beispiele (des Minuszeichens oder der Kombination von Plus- und Multiplika-
tionszeichen) zeigen etwa, dass auch unangemessene — im Sinne von uninten-
dierte — Strukturierungen zu korrekten Umformungen fiihren kénnen. Erste
Prioritédt hat in dieser Arbeit die Beschreibung der Vielfalt der Strukturierun-
gen. Inwiefern eine Strukturierung angemessen oder unangemessen ist oder gar
zu falschen Umformungen fiihrt, ist allerdings in zweiter Prioritat wichtig, vor
allem auch im Zusammenhang mit der Kategorisierung der Strukturierungen.
Beispielsweise resultieren die meisten Strukturierungen der Kategorie 1 (Ab-
schnitt 6.3.4) in falschen Umformungen oder Strukturierungen der Kategorie
2 konnen das Umstrukturieren behindern (Abschnitt 5.2.3). So folgt diese Ar-
beit bei der Erklarung von Fehlern und Unangemessenheiten tendenziell der
Argumentationslinie von Kirshner und Awtry (2004) sowie Radford (2010a):
Die Schwierigkeiten der Lernenden werden als Probleme des Wahrnehmens
verstanden und nicht als Probleme des internen Verarbeitens von internen
Repréasentationen.

Beziehung zwischen der semiotisch-pragmatischen und der
kognitionspsychologischen Sichtweise

Die semiotisch-pragmatische und die kognitionspsychologische Sichtweise sind
zwei unterschiedliche Perspektiven der Forschenden. Basierend auf unterschied-
lichen theoretischen Pramissen beschreiben sie den Forschungsgegenstand,
hier das algebraische Umformen und Strukturieren. Weil es sich dabei um
Sichtweisen der Forschenden — und nicht um Merkmale des Forschungsgegen-
stands — handelt, kann die Frage nach der Angemessenheit der Sichtweise
auch auf einer meta-theoretischen Ebene diskutiert werden. Erstaunlicher-
weise sprechen dann Argumente dafiir, dass sich die semiotisch-pragmatische
und die kognitionspsychologische Sichtweise gegenseitig bedingen. Was damit
gemeint ist, sei nun kurz skizziert.

Der semiotisch-pragmatische Ansatz setzt ein implizit normatives Gesche-
hen voraus, der kognitionspsychologische ein kausales (vgl. Abschnitt 2.2.3).
Der erste Ansatz geht also davon aus, dass die Handlungen der Personen
durch implizite Normen geregelt sind, der zweite Ansatz setzt dem eine kau-
sale Modellierung des Handlungsgeschehens entgegen. Sobald man nun die
beiden Sichtweisen auf jegliches Handeln anwendet, erkennt man, dass sich die
mit den Sichtweisen verbundenen theoretischen Pramissen bedingen (Riede,
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2007). Denn (implizit geregelte) Praktiken miissen von einer Person vollzo-
gen werden: Worter muss man sprechen oder aufschreiben, Handlungen muss
man tatigen. Implizite Normen brauchen einen materiellen Tréger. Materie
folgt aber den Naturgesetzen und muss als kausal strukturiert behandelt wer-
den. Insofern braucht es zuerst Objekte, die als ,etwas” behandelt werden
konnen, damit das Befolgen impliziter Normen erst realisierbar wird. Das Be-
folgen impliziter Normen setzt also Kausalitdt voraus. Doch die Umkehrung
gilt auch, denn Kausalitdt wohnt dem Geschehen selber nicht inne. Vielmehr
hat eine Person gelernt, etwas als kausal verursacht zu behandeln. Die Person
ist es, die einem Ereignis die Bedeutung der Ursache und einem anderen jene
der Wirkung zuweist. Kausalitdt ist also auch nur eine Behandlungsweise, die
gelernt werden muss — also implizit normativ organisiert ist. Erst wer implizi-
ten Normen folgen kann, ist in der Lage, etwas als kausal zu betrachten. Also
ist Kausalitat nur vor einem implizit normativen Hintergrund begreifbar und
umgekehrt sind implizite Normen nur auf einem kausal strukturierten Tréager
realisierbar. Damit wird deutlich: Erstens sind sowohl Kausalitét als auch im-
plizite Normen theoretische Konstrukte, zweitens setzt das eine das andere
voraus.

Somit setzen sich die semiotisch-pragmatische und die kognitionspsycholo-
gische Sichtweise gegenseitig voraus. Das entlastet die Forschenden. Sie miis-
sen ihre Sichtweise nicht rechtfertigen, sondern ,nur* auf eine Passung von
Fragestellung und Methode hinarbeiten. So untersucht die vorgelegte Arbeit
Strukturierungen aus semiotisch-pragmatischer Sicht. Eine kognitionspsycho-
logisch orientierte Studie iiber Strukturierungen wiirde die hier dokumentier-
ten Resultate erginzen und erweitern. Wichtig werden dann Ubersetzungen
des Vokabulars der einen Sichtweise in jenes der anderen, um die Resultate
einer kognitionspsychologisch verorteten Studie mit der vorgelegten Arbeit
in Verbindung zu bringen. Gut moglich, dass dann zum Beispiel der Begrift
des ,,Aspekts” wichtig wird, den Malle (1993) verwendet. Er untersucht Um-
formungen von Termen und Gleichungen aus kognitionspsychologischer Sicht
und spricht dabei vom Handlungs- und Beziehungsaspekt einer Formel. Da-
durch greift er die operationalen und strukturalen Auffassungen von Sfard
(1991) auf. Indem er weiter zwischen dem Gegenstands-, Einsetzungs- und
Kalkiilaspekt des Variablenbegriffs unterscheidet, verweist er auf unterschied-
liche Rollen von Variablen in einem algebraischen Ausdruck (vgl. auch Usiskin,
1999). In anderen kognitionspsychologisch orientierten Arbeiten werden diese
und dhnliche Aspekte als ,Vorstellungen* (Hrzan & Sefien, 2009) respektive
,Grundvorstellungen“ bezeichnet (Prediger, 2009).

Aus anderen Bereichen der Algebra liegen schon Studien vor, wo die einen
eine semiotisch-pragmatische und die anderen eine kognitionspsychologische
Sichtweise einnehmen. So untersuchten beispielsweise Radford und Puig (2007)
das Aufstellen und Lésen von Gleichungen bei Textaufgaben aus semiotisch-
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pragmatischer Sicht, in Malle (1993) ist hingegen die kognitionspsychologische
Sichtweise dokumentiert.

Computeralgebrasysteme

Im aktuellen Algebraunterricht sind Computeralgebrasysteme (CAS) allge-
genwértig. Entsprechend grof ist die Anzahl mathematikdidaktischer Arbei-
ten zu diesem Gegenstand, verwiesen sei etwa auf Artigue (2002), Barzel
(2012), Ferrara, Pratt und Robutti (2006), Heid und Edwards (2001), Kieran
und Drijvers (2006), Solares und Kieran (2013) sowie Thomas, Monaghan und
Pierce (2004). Aufgrund der gegenwértigen Priasenz von CAS-Taschenrechnern
in den Schulzimmern interessiert deren Einfluss auf den Prozess des Struktu-
rierens von Termen und Gleichungen. Leider liegt die Diskussion dieses The-
mas aufserhalb des Bereichs dieser Arbeit. Sie muss Gegenstand von Folge-
studien sein. Trotzdem sei an dieser Stelle auf einen entscheidenden Punkt
hingewiesen: Egal, ob das Lernen von algebraischen Umformungen durch ein
Computeralgebrasystem unterstiitzt wird oder nicht, strukturieren muss man
immer. Allerdings beeinflusst ein Computeralgebrasystem die konkrete Aus-
priagung der hergestellten Strukturierungen.

Wichtig ist die Feststellung, dass ein CAS-Taschenrechner einen algebrai-
schen Ausdruck (intern) direkt symbolisch représentiert und auf diese Re-
prasentation explizit formulierte Regeln anwendet je nach Tastendruck. Al-
so muss ein CAS-Taschenrechner analog zu einem kognitionspsychologischen
Produktionssystem einen algebraischen Ausdruck nicht strukturieren — die
Umformungen sind durch interne Algorithmen determiniert. Hingegen muss
die Person, welche den CAS-Taschenrechner bedient, Strukturierungen her-
stellen konnen. Denn beim Umgang mit dem CAS-Taschenrechner stellen sich
analoge Fragen wie etwa beim Vereinfachen von Termen. Was sich dndert, sind
die anzuwendenden Regeln. Diese bestehen (auch) in den einzelnen Funkti-
onstasten — und nicht mehr (nur) in den Regeln des algebraischen Kalkiils,
das heifst, der Term wird nicht mehr im Hinblick auf die Anwendung algebrai-
scher Rechenregeln strukturiert, sondern im Hinblick auf die Anwendung der
einzelnen Funktionstasten. Bei diesen Funktionstasten stellt sich wiederum
die Frage, wie sie wann richtig verwendet werden. Dieselbe Argumentation
wie in Abschnitt 2.1.2 fithrt dann zur Einsicht, dass der Umgang mit einem
CAS-Taschenrechner im Impliziten fundiert ist und des Strukturierens geméfs
den durch die Funktionstasten dargestellten Regeln bedarf.

Angenommen, es gibe eine Taste, welche die Regel der Distributivitiat —
und dabei die Richtung des Ausklammerns — auf den jeweils eingegebenen
Ausdruck anwenden wiirde. Bei der Eingabe und bei der Interpretation der
Ausgabe stellten sich dann Fragen nach dem Wie und Wann der Anwendung:
Wie gebe ich a® — 2a - a — 1 so ein, dass der Faktor a ausgeklammert werden
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kann? Wie teile ich dem CAS-Taschenrechner mit, dass er bei einem Ausdruck
wie “;2__11 nur den Zahler ausklammert? Wann benutze ich diese Taste? Wie
behandle ich den angezeigten Ausdruck, nachdem ich die Taste gedriickt habe?
Das heifst, auch beim Riickgriff auf CAS-Taschenrechner besteht der Gebrauch
von Termen und Gleichungen im Wissen, wie welche Taste wann angewendet
wird. Das ist ein ,Wissen, wie* und leitet das Strukturieren des Ausdrucks.
Entsprechend wird sich das Strukturieren algebraischer Ausdriicke auch
beim Einsatz eines CAS-Taschenrechners entlang der vier Stufen aus Ab-
schnitt 6.3.4 entwickeln. Das Ziel wird die Behandlung eines Terms als Objekt
bleiben. Inwiefern hierbei der CAS-Taschenrechner hilfreich ist, scheint eine

offene Frage zu sein.

8.2.2 Die Individualitat des Strukturierens

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der Individualitdt
beim Strukturieren algebraischer Ausdriicke. In der theoretischen Fundierung
verschiebt daher die Arbeit den Fokus von der Struktur zur Strukturierung
eines Ausdrucks. Entsprechend werden in den empirischen Untersuchungen
die Unterschiede zwischen den Strukturierungen herausgearbeitet — nebst den
Gemeinsamkeiten.

Nicht unerwartet bestétigen die empirischen Daten, dass jede Person in-
dividuell strukturiert. Zum Teil strukturierte eine befragte Person ganz an-
ders als eine andere, zum Teil sehr dhnlich wie eine andere, aber immer noch
anders. Wohl am eindriicklichsten ist diese Vielfalt bei den Experten. ITh-
re vorgenommenen Strukturierungen divergieren erstens stark und weichen
zweitens mehrheitlich vom Lehrbuchwissen ab (Abschnitt 4.2.7). Von ganz
analogen Beobachtungen berichten Smith, diSessa und Roschelle (1994). Ge-
mafs diesen Autoren wihlen Experten zum Vergleich von Bruchzahlen sehr
unterschiedliche Strategien, die mehrheitlich vom Lehrbuchwissen abweichen.
Allerdings wird dieses Lehrbuchwissen wichtig, sobald die Experten ihre Ant-
worten begriinden miissen. Erst in diesem Kontext fiithren sie ihre individuel-
len und situativ angepassten Strategien auf Vorgehensweisen zuriick, wie sie
in manchen Lehrbiichern beschrieben sind, beispielsweise auf die Strategie des
Gleichnamig-Machens.

Die vorgelegte Arbeit negiert in keiner Weise die Wichtigkeit des Lehrbuch-
wissens etwa in der Form von schriftlich formulierten Verfahren und Regeln.
Sie zeigt aber auf, dass sowohl Verfahren als auch Regeln neben ihrer normie-
renden Funktion immer auch begriffen werden miissen. Und das geschieht in-
dividuell unterschiedlich. Wie eine Person einen bestimmten Ausdruck struk-
turiert, ist nicht allein durch den Ausdruck vorgegeben und womdglich durch
ein damit verbundenes — im Lehrbuch notiertes — optimales Verfahren. Wie
eine Person diesen Ausdruck strukturiert, hiangt offenbar von personalen und
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kontextuellen Bedingungen ab. So werden die hier vorgelegten Resultate inter-
pretiert. Diese Interpretation bestatigt damit die von Verschaffel et al. (2011)
hervorgehobene Erkenntnis, dass die Wahl der Strategie beim Berechnen arith-
metischer Ausdriicke wesentlich durch die Person und den Kontext bestimmt
ist und nicht durch den Ausdruck allein. Entsprechend ist das Konstrukt der
adaptiven Expertise als abhéangig von personalen und kontextuellen Faktoren
definiert (Hatano & Oura, 2003; Payne, Bettman & Johnson, 2002). Der hier
verwendete Begriff der Individualitdat wird also in der Psychologie erfasst mit
Konstrukten wie ,personale” und ,kontextuelle Faktoren®.

8.2.3 Ein Modell fiir die Entwicklung des Strukturierens

Die vorgelegte Arbeit schldgt ein Modell fiir die Entwicklung des Struktu-
rierens algebraischer Ausdriicke vor. Indem Umstrukturierungen sowohl von
innen nach aufsen als auch von aufsen nach innen einbezogen werden, resul-
tiert eine Erweiterung von bestehenden Vom-Prozess-zum-Objekt- Ansétzen.
Das hier vorgeschlagene Modell postuliert ganz allgemein, dass Lernende in
einem ersten Schritt einen algebraischen Ausdruck zuerst auf eine spezifische
Art respektive auf mehrere voneinander unabhéngige Arten behandeln. Erst
mit der Zeit verbinden sie die eine Behandlungsweise mit einer zweiten und
beginnen so, den algebraischen Ausdruck als Objekt zu behandeln. Es ist also
vorstellbar, dass eine Person Terme zu Beginn als Prozesse und erst spéter
als Objekte behandelt, wie etwa in den klassischen Arbeiten von Dubinsky
(1991), Gray und Tall (1994) sowie Sfard (1991) beschrieben. Ebenso denkbar
ist allerdings, dass eine andere Person Terme zuerst als Verfahren und nicht
als Prozesse behandelt. Dabei manipuliert die Person zum Teil mit Termen als
ganzen Einheiten, sie multipliziert eine Gleichung etwa mit dem Hauptnen-
ner. Solche Entwicklungen sind etwa im Abschnitt 4.2.3 dokumentiert oder
beispielsweise auch in Gilmore und Inglis (2008) — so die hier vertretene Inter-
pretation jener Arbeit (Abschnitt 2.5.5). Das heift, sowohl die Vom-Prozess-
zum-Objekt-Ansitze als auch die (zum Beispiel von Gilmore und Inglis) als
Gegenbeispiele bezeichneten Entwicklungsverldufe sind im hier vorgestellten
Modell des Strukturierens integriert.

Es ist erhellend, die hier postulierten Entwicklungsstufen mit Hierarchiestu-

fen in kognitiven Schemata zu vergleichen. Denn dariiber halt Dorfler (1988,
S. 122) fest:

,Mathematische Objekte und mathematische Operationen sind es-
sentiell Beziehungen zwischen mathematischen Objekten einer hier-
archisch niedrigeren Stufe. Dabei ist die hierarchische Stufe keine
absolute Eigenschaft der mathematischen Objekte, sondern sie ist
relativ zum Konstruktionsprozess.
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Entscheidend ist in diesem Zitat das Wort ,relativ®. Es bringt zum Ausdruck,
dass die Hierarchiestufen durch den Lernweg bestimmt werden und nicht
durch spezifische Eigenschaften des zu begreifenden mathematischen Objekts
im Voraus festgelegt sind.

In gewisser Weise ist die hier behauptete Entwicklung des Strukturierens
eine Entwicklung der Wahrnehmung algebraischer Ausdriicke. Die Wahrneh-
mung eines algebraischen Ausdrucks ist nach Abschnitt 6.3.1 eine Reaktion
auf seine Inskription, geleitet durch das implizite Wissen der wahrnehmenden
Person und verbalisierbar als nicht-inferentieller Bericht. Die Person muss
sich die angemessene Wahrnehmung eines algebraischen Ausdrucks ,erarbei-
ten“. Das Strukturieren ist ein Prozess, der mehrere Dutzend Sekunden dauern
kann, wie die Beispiele in Kapitel 4 und 5 illustrieren. Beim Anschauen eines
algebraischen Ausdrucks geschieht tatséchlich Entscheidendes und daher wird
klar, dass Lernende der Algebra in diesen Prozess des Strukturierens, also
des Wahrnehmens, einzufiihren sind. Insofern belegt diese Arbeit die Notwen-
digkeit des wahrnehmungsorientierten Lernens (perceptual learning, Kellman
et al., 2009) respektive die Notwendigkeit der Einfithrung der Lernenden in
die kulturelle Praxis des Umgangs mit (wahrzunehmenden) Zeichen (Radford,
2010a).

Wesentlich ist, dass in dieser Arbeit das Wahrnehmen von Ausdriicken als
die Art und Weise, als was eine Person sie behandelt, konzipiert ist. Wahrend
der Entwicklung des Strukturierens verdndert sich also die Art und Weise,
wie die Person die Ausdriicke behandelt. Eine analoge Verdnderung ist in der
Geschichte der Mathematik nachzuweisen. Kramer (1991) zufolge tiberwog
in der Mathematik bis etwa ins 17. Jahrhundert jenes Denken, bei dem die
mathematischen Zeichen fiir etwas Aufsermathematisches stehen. Die Dinge
verliehen den Zeichen ihre Bedeutung. Beginnend mit dem 17. Jahrhundert,
vorangetrieben etwa von Gottfried Wilhelm Leibniz, erhalten die mathema-
tischen Zeichen vermehrt einen konstituierenden Charakter: Sie konstituieren
die mathematischen Gegenstande. Im ersten Fall spricht Krémer vom ontolo-
gischen Symbolismus, im zweiten Fall vom operativen Symbolismus.

Beim ontologischen Symbolismus gehen die Gegensténde den Zeichen onto-
logisch voraus. Die Zeichen verweisen blof auf den Gegenstand. Der Gegen-
stand bestimmt, wie das Zeichen zu verstehen ist. Analog behandeln wenig
fortgeschrittene Lernende der Algebra einen Term als etwas, das zum Bei-
spiel auf ein Verfahren verweist. Das Verfahren bestimmt dann, was der Term
bedeutet, wie er folglich zu lesen und was mit ihm zu machen ist. Beim ope-
rativen Symbolismus hingegen stehen die Zeichen nicht fiir etwas anderes,
sondern eigentlich fiir sich selbst. Sie erhalten ihre Bedeutung dadurch, wie
sie zu den anderen Zeichen stehen, das heifst, wie mit ihnen im Zeichensystem
respektive formalen Kalkiil umzugehen ist. Wo beim ontologischen Symbolis-
mus die Bedeutung durch den Gegenstand entsteht, durch den das Zeichen
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zu ,ersetzen” ist, entsteht sie beim operativen Symbolismus durch andere Zei-
chen, in die das eine Zeichen ,umgewandelt” werden kann (Kradmer, 1991,
S. 90-92). Die Zeichen erhalten eine rein interne Bedeutung (vgl. Abschnitt
2.3.1). Analog behandeln fortgeschrittene Lernende der Algebra einen Term
als Objekt, dessen Eigenschaften bestimmt sind durch die Regeln des forma-
len Kalkiils und folglich durch seine Umwandlungsméglichkeiten, die sich in
ihm als Strukturierungen manifestieren.

8.2.4 Forderung des Strukturierens durch multiple
Losungswege

Aufgaben zur Anregung von Umstrukturierungen wurden in Kapitel 7 als be-
sonders geeignet zur Entwicklung des Strukturierens betrachtet, unabhéngig
davon, ob direkt oder indirekt zum Umstrukturieren aufgefordert wurde. Ent-
scheidend war der gegenseitige Austausch iiber die einzelnen Bearbeitungen
sowohl zwischen den Lernenden als auch zwischen den Lernenden und den
Lehrenden. Solche kommunikativen Phasen iiber die unterschiedlichen Struk-
turierungen scheinen zu unterstiitzen, dass die einzelnen Lernenden Zusam-
menhénge zwischen unterschiedlichen Strukturierungen herstellen — und diese
nicht blof als unterschiedliche Verfahren behandeln.

Es liegen wenig Forschungsresultate zu multiplen Lésungswegen vor, wie
Silver et al. (2005, S. 288) festhalten: “It is nearly axiomatic among those
interested in mathematical problem solving as a key aspect of school mathe-
matics that students should have experiences in which they solve problems
in more than one way.” Jene Autoren arbeiten zudem eine Parallelitat zwi-
schen Forschung und Unterrichtsalltag heraus: Auch im Klassenzimmer spielt
die Thematisierung verschiedener Losungswege eine marginale Rolle. Das er-
staunt, denn aus theoretischer Sicht spricht vieles fiir einen positiven Effekt
von multiplen Losungswegen auf den Lernstand der Schiiler und Schiilerinnen.
Die empirischen Studien von Star und Seifert (2006), Star und Rittle-Johnson
(2007) sowie Grosse (2005) scheinen dies zu untermauern. Letztere Autorin
weist darauf hin, dass der positive Effekt von multiplen Losungswegen auf den
Lernstand vor allem auf die oftmals damit verbundene Prasenz von multiplen
Darstellungen zuriickzufiihren sein konnte. Diese Hypothese ist plausibel und
im Kontext des algebraischen Strukturierens sinnvoll. Denn das Umstruk-
turieren eines algebraischen Ausdrucks wird ja als konversionales Inferieren
verstanden — in Analogie zu Konversionen zwischen unterschiedlichen Dar-
stellungssystemen (Duval, 2006). Insofern stiitzt Grosses Hypothese die hier
vorgebrachte Argumentation zur fordernden Wirkung von Aufgaben, die zum
Umstrukturieren anregen.
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8.3 Grenzen

Mit der Untersuchung von Strukturierungen bewegt man sich an der Gren-
ze des empirisch Erfassbaren. Daher sind solche Untersuchungen vor allem
methodisch anspruchsvoll. Zwei Punkte sind zentral: Erstens sind sich die
Personen nicht immer bewusst, wie sie strukturieren. Zweitens kann Struktu-
rieren eine rein interne Tétigkeit sein: Manche Person, die gerade strukturiert,
zeigt dabei keine sichtbare Regung. Diesen Schwierigkeiten musste in den bei-
den Studien (Kapitel 4 und 5) begegnet werden. Der Entscheid fiel auf den
methodischen Ansatz, dass die Personen ihre Strukturierungen verbal explizit
machen, indem sie in Interviews dariiber sprechen. Das hatte den Vorteil, dass
die interviewten Personen auch Informationen dariiber geben konnten, was die
Strukturierungen fiir sie bedeuten. Der Nachteil war, dass die Reichhaltigkeit
von verbalen Daten von der Fahigkeit des Verbalisierens der interviewten Per-
sonen abhéangt. Gerade bei sprachlich schwachen Personen ist dies gravierend.
Bei den hier interviewten Novizen und Experten spielte dies aber keine grofse
Rolle, da die interviewten Novizen und Experten allesamt sprachlich eloquent
waren. Ein anderer Nachteil ist, dass nicht-verbale Verhaltensweisen nur ei-
ne marginale Rolle spielen. Sie wurden nur zur eindeutigeren Interpretation
der verbalen Daten herangezogen. Gerade in Anbetracht der Wichtigkeit von
Gesten, rhythmischen Bewegungen und bildlichen Darstellungen votiert etwa
Radford (2003) fiir eine gleichwertige Behandlung in der Auswertung von Ver-
balem und Nicht-Verbalem (vgl. auch Goldin-Meadow, Kim & Singer, 1999;
Radford, Edwards, Arzarello, 2009; Roth, 2001). Daher sind in weiteren Stu-
dien zum Strukturieren von Termen und Gleichungen moglichst vielfaltige
Mittel des Explizierens zu beriicksichtigen und nicht nur Formen des Verbali-
sierens.

Insgesamt muss festgehalten werden, dass Interviewdaten — egal ob verbale
oder non-verbale — immer unvollstdndig und allenfalls sogar verfalscht sind,
zudem konnen sie auch falsch interpretiert werden. Das ist umso schlimmer,
weil die Anzahl der Probanden typischerweise klein ist, wie etwa in der vor-
gelegten Arbeit. Trotzdem zeigten sich Regelméfigkeiten, die in die Form von
Kategorien gebracht wurden. Inwiefern es sich dabei um Kategorien handelt,
deren Relevanz und Angemessenheit sich auf die untersuchten Probanden be-
schrinkt, oder die einfach die subjektiven Theorien des Autors spiegeln, kann
nur dadurch beantwortet werden, dass weitere Studien dazu gemacht wer-
den. Es besteht allerdings Zuversicht, dass die hier vorgestellten Resultate
durchaus Berechtigung haben. Denn sie sind in der mathematikdidaktischen
Literatur verankert, basieren auf zwei empirischen Studien und konnten in
zwei Masterarbeiten an der Padagogischen Hochschule Ziirich reproduziert
werden.

Die Stéarke der vorgelegten Arbeit liegt in ihrem engen Fokus auf das kalkiil-
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orientierte algebraische Umformen, wie es typisch ist fiir die Jahrgangsstufen
von etwa 8 bis 12. Leider ist dies sogleich auch ihre Schwiche. Es stellt sich
die Frage, inwiefern die Ergebnisse verallgemeinerbar und iibertragbar sind.
Spielt beispielsweise die Umstrukturierung nur in diesem engen mathema-
tischen Kontext jene zentrale Rolle, die ihr in dieser Arbeit gegeben wird?
Wie sieht das in Bereichen aus, wo die externe Bedeutung von algebraischen
Ausdriicken wichtig wird — die ja gerade im Rahmen der Einfiihrung in die
Algebra oftmals von entscheidender Bedeutung ist? Kann das Generieren von
arithmetischen Ausdriicken als Objekte vollig analog konzipiert werden? Sol-
che Fragen zeigen auf, dass auch die inhaltliche Grenze der in der vorgelegten
Arbeit dargestellten theoretischen Uberlegungen noch nicht klar ist und eben-
so Gegenstand zukiinftiger Studien sein muss. Insbesondere muss dazu auch
die theoretische Sichtweise gewechselt werden. Es ist zu klaren, inwiefern ein
semiotisch-pragmatischer Ansatz den Blick auf das Strukturieren von Termen
und Gleichungen einschrinkt: Zukiinftige Uberlegungen sollten auch kogniti-
onspsychologische Sichtweisen umfassen.

8.4 Ausblick

Dieser Abschnitt gibt einen Ausblick auf Forschungs- und Entwicklungsper-
spektiven, die sich aus der vorgelegten Arbeit ergeben.

8.4.1 Forschungsperspektiven

In dieser Arbeit sind Strukturierungen algebraischer Ausdriicke explorativ un-
tersucht. Ausgehend davon ist auf Entwicklungsstufen des Strukturierens ge-
schlossen. Insgesamt ist ein neues Forschungsgebiet eroffnet mit offenen me-
thodischen und inhaltlichen Fragen.

Methodische Fragestellungen

Ein Zentrum zukiinftiger Studien in diesem Bereich wird sein, die in dieser
Arbeit dargestellen vier Kategorien zu bestétigen und aus unterschiedlichen
(methodischen) Perspektiven zu validieren. Indem sowohl Bruchterme und
Bruchtermgleichungen als auch lineare Gleichungen untersucht wurden und
sich die Kategorien in beiden Aufgabentypen bewéahrten, kann davon ausge-
gangen werden, dass diese Kategorien auch auf weitere Aufgabentypen an-
wendbar sein werden. Wertvoll erscheint die Ausdehnung des Untersuchungs-
gegenstands auf folgende Bereiche:

— Sowohl die hier benutzten Bruchterme und Bruchtermgleichungen als
auch die linearen Gleichungen waren dhnlich, sie fokussierten je auf einen
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Aspekt, zum Beispiel bei den linearen Gleichungen auf den Umgang
mit Klammertermen. Wie strukturieren Personen andere Bruchterme,
Bruchtermgleichungen und lineare Gleichungen?

— Es bieten sich andere Typen an wie etwa quadratische Gleichungen und
Terme oder Wurzelgleichungen.

— Neben dem Vereinfachen von Termen und Losen von Gleichungen sind
andere Fragestellungen zu untersuchen. Beispiel: Welche Strukturierun-
gen stellen Personen beim Faktorisieren von Termen her? Dieses Beispiel
wire besonders interessant, weil die Moglichkeit des Vergleichs mit Hoch
(2007) besteht, eine Studie speziell zum Struktursinn beim Faktorisie-
ren.

Auch erste methodische Variationen konnten getestet und ganz andere Metho-
den der Erfassung erprobt werden. Beispielsweise wére nun die Messung von
Augenbewegungen attraktiv. Entsprechen den vier Kategorien unterschied-
liche Muster in entsprechenden Messdaten? Eine weitere Moglichkeit ist in
Abschnitt 7.3 angedeutet: Strukturierungen kénnen mithilfe von Farbungen,
Pfeilen, Umkreisen, Substituieren, Biindeln, zusétzlichen Klammern, Fachbe-
griffen etc. explizit gemacht werden. Wie nutzen Personen einer bestimmten
Kategorie solche Mittel des Explizierens?

Inhaltliche Fragestellungen

Diese Arbeit schlédgt vor, wie die Entwicklung der kalkiilorientierten algebrai-
schen Expertise konzipiert werden kann. Dabei scheint der Begriff der Struktu-
rierung und des Strukturierens zentral. Es wird im weiteren Forschungsprozess
darum gehen, die hier skizzierten Uberlegungen zu festigen, zu verdichten und
auszubauen. Drei Aspekte werden dabei wichtig sein:

1. Das Stufenmodell muss empirisch validiert werden. Anzustreben ist ei-
ne Langsschnittstudie. Solche Léangsschnittstudien sind sowieso rar im
Bereich der Entwicklung von algebraischen Kalkiilkompetenzen. Als ei-
ne der wenigen Studien hat Demby (1997) in einem Léngsschnitt die
Entwicklung von Vorgehensweisen beim Vereinfachen von algebraischen
Termen erforscht. In Caspi und Sfard (2012) ist eine Langsschnittstudie
vorgestellt, welche die Entwicklung von formalen und informellen alge-
braischen Diskursen untersucht. Vorstellbar ist auch eine ladngsschnitt-
artige Fallstudie wie etwa Levenson (2013). Sicher konnten Daten aus
einem Langsschnitt aufzeigen, inwiefern bei der Entwicklung des Struk-
turierens tatséchlich die vier Stufen (Abschnitt 6.3) durchlaufen werden,
insbesondere wie sich die transformationale und konversionale inferen-
tielle Gliederung des impliziten Wissens im Laufe der Zeit ausbildet.
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Interessant wére eine methodische Triangulation: Wie entwickelt sich
die algebraische Sprache der Schiilerinnen und Schiiler? Wie entwickeln
sich ihre Strukturierungen? Inwiefern zeigt sich eine ,Entwicklung von
Gestik“? Das Ziel besténde in einer mehrdimensionalen Beschreibung
der Entwicklung der algebraischen Kalkiilkompetenz.

Wichtig ist hierbei zu iiberlegen, welche externen Variablen kontrolliert
werden sollen. Soll der Unterricht der fiir die Langsschnittstudie ausge-
wahlten Schulklassen kontrolliert werden? Soll es eine Interventionsstu-
die sein? Also ist vorgéngig iiber eine Verortung der Langsschnittstudie
in der mathematikdidaktischen Entwicklungsforschung zu entscheiden.

. Lassen sich Synergien aus einer Gesamtschau auf die semiotisch-pragma-
tische respektive kognitionspsychologische Sichtweise gewinnen? In Ab-
schnitt 8.2.1 ist die gegenseitige Bedingtheit dieser beiden Sichtweisen
dargelegt. Vermutlich lassen sich Resultate der einen Sichtweise ins Vo-
kabular der anderen Sichtweise iibersetzen. Eine interessante Frage wére
hier: Wie lésst sich die transformationale und konversionale inferentielle
Gliederung mit kognitionspsychologischem Vokabular formulieren? Wie
sdahe aus dieser Sichtweise die Entwicklung des Strukturierens aus? Wert-
voll konnte vor allem die Kategorie des Umstrukturierens sein. Denn
hier werden konversionale Inferenzen zwischen Strukturierungen herge-
stellt. Diese fithren — im Sinne von kognitionspsychologischen Ansétzen
— zur Herstellung von mathematischen Objekten. Es kann gut sein, dass
dadurch detaillierter aufgezeigt werden kann, was beispielsweise Sfard
(1991) meint, wenn sie von ,hierarchischen, baumartigen Strukturen®
(hierarchical tree-shaped structures, ebd., S. 28) spricht, die aus ,un-
strukturierten, linearen kognitiven Schemata® (unstructured, sequential
cognitive schemata, ebd., S. 26) entstehen. Damit konnte ein Begriff wie
etwa Aeblis (1980, 1981) Objektifizieren konkreter gefasst werden.

. Es besteht Hoffnung, dass obige Punkte 1 und 2 helfen werden, die
theoretischen Uberlegungen voranzutreiben. Eine detaillierte Modellie-
rung der Entwicklung des Strukturierens (inklusive des algebraischen
kalkiilorientierten Umformens) wére das Ziel. Dazu liegen nur wenige
Arbeiten vor, als Beispiele sind etwa Adi (1978), English und Sharry
(1996) sowie Sfard (2008) zu nennen. Vermutlich wére es bereichernd,
auch die Entwicklung der arithmetischen Fahigkeiten im Blick zu ha-
ben. Denn in Arbeiten wie Dubinsky (1991), Gray und Tall (1994) oder
auch Sfard (1991, 2008) werden die Parallelen zwischen der Arithmetik
und der Algebra offensichtlich. Der Begriff der Strukturierung konnte
sich eignen zur Ausarbeitung dieser Parallelen. Besonders der Fokus auf
das Umstrukturieren ware interessant. Arbeiten zum Strukturieren in

183



8 Diskussion

der Arithmetik (Liiken, 2012; Mulligan, Prescott & Mitchelmore, 2004;
Sobbeke, 2005) machen Mut, dass dies gelingen konnte.

Abschliefsend sei auf den aktuellen Algebraunterricht hingewiesen, insbeson-
dere auf das Strukturieren im Kontext des Einsatzes von CAS-Rechnern (Ab-
schnitt 8.2.1). Es konnte durchaus wertvoll sein, offene Fragen beim Einsatz
von CAS-Rechnern im Mathematikunterricht unter Nutzung des Konzepts der
Strukturierung anzugehen. Erste Anhaltspunkte konnten hier beispielsweise
Bokhove und Drijvers (2010) liefern oder auch Kieran und Drijvers (2006).

8.4.2 Entwicklungsperspektiven

Gerade Kapitel 7 ndhrt die Hoffnung, dass durch die Betonung des Struktu-
rierens im Algebraunterricht die Schiilerinnen und Schiiler kompetenter beim
Vereinfachen von Termen und Lésen von Gleichungen werden. Dieses Anliegen
kann in zwei Richtungen vorangetrieben werden.

Erstens ist eine konkrete Umsetzung dieser Idee in Unterrichtsmaterialien
fiir die Sekundarstufen I und IT anzustreben. Die beiden Aufgabenformate in
Abschnitt 7.1 und 7.2 zeigen, welche Art von Aufgaben in den Algebraun-
terricht einbezogen werden kénnten. Doch Aufgabenformate allein regeln die
Sache nicht. Abschnitt 7.3 macht deutlich, dass die Entwicklung des Struktu-
rierens nicht nur eine Frage der Entwicklung von Lehrmitteln, sondern auch
eine Frage der Unterrichtsentwicklung ist.

Zweitens ist diese Konzeption des Algebraunterrichts empirisch zu rechtfer-
tigen. Es muss belegt werden, dass die Betonung des Strukturierens in der
Algebra tatséchlich mit einer hoheren Expertise im algebraischen Umformen
korreliert. Es bieten sich daher entsprechende Interventionsstudien an. Ein
erster Schritt in diese Richtung sind meine eigenen gegenwartigen Arbeiten,
in denen detaillierter untersucht wird, wie Probanden unterschiedlichen Alters
und unterschiedlicher algebraischer Leistungsfihigkeit mit den beiden Aufga-
benformaten von Abschnitt 7.1 und 7.2 umgehen. Wichtig scheint hier zu sein,
die Schiilerinnen und Schiiler zum Probieren zu ermutigen. Es braucht Mut,
Neues und Unsicheres zu wagen, was heifst, eventuell etwas falsch zu machen.
Vermutlich hat eine Expertise im Strukturieren mit einer entsprechenden Hal-
tung zu tun, mit einem entsprechenden Bild von Mathematik. Im Bereich der
Algebra sprechen zum Beispiel Bokhove und Drijvers (2010, S. 47) vom feh-
lenden ,Selbstvertrauen, das den Blick auf die ,Gestalt“ verstellt. Ebenso
legen empirische Belege aus anderen Bereichen der Mathematik einen solchen
Zusammenhang nahe (Muis, 2004; Schoenfeld, 1985, 1987; Schommer-Aikins,
Duell & Hutter, 2005). Es wére also erfolgsversprechend zu untersuchen, in-
wiefern mit der Entwicklung des Strukturierens eine Anderung beim Bild von
Mathematik einhergeht, das sich Personen machen.
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